Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



1 


Xlbcars 

of tbc 

Taiiivcrsit? of Mlsconsin 


1 



li 



T 



MS MECHANISCHE POTENTIAL 

NACH Y0RLESÜN6EN YON L. BOLTZMANN BEARBEITET 

UND 

DIE THEORIE DER FIGUR DER ERDE 



ZUR EINFÜHRUNG IN DIE HÖHERE GEODÄSIE 

(AIJGEWANDTE MATHEMATIK) 



VON 



Dr. PHIL. HUGO BUCHHOLZ, 

PSITATDOZENT AN DER UNITERSITÄT HALLE A. 8. 



ERSTER TEIL. 



MIT 137 TEXTFIGUREN. 




LEIPZIG, 
VERLAG VON JOHANN AMBROSroS BARTH. 

1908. 



]>ruck TOD Metzger A Wittig in JMptAg. 



124842 J^2_-^VV 

DEC o 19Ü8 
SGL 




HERRN 

Prof. HUGO VON SEELIGER 



SEINEM HOGHOESGHÄTZTEN LEHRER 



IN DANKBARKEIT UND VEREHRUNG. 



Vorwort. 



,yWa8 nützt, iat nur ein Teil des Bedeutenden; 
um einen Gegenstand gans zu besitzen , zu be- 
herrschen, muß man ihn um seiner selbst willen 

studieren." 

Goethe. 

Der umstand 9 daß — von Einzelpublikationen abgesehen — 
neben dem umfassenden Werk von Helmebt: »»Die mathematiscben 
und physikalischen Theorien der höheren Geodäsie'', kein kürzeres, 
in die höhere Geodäsie einführendes Buch in unserer Literatur 
existiert, veranlaßte mich zu der yorliegenden Arbeit Ich hatte 
selbst die Schwierigkeiten empfunden, ohne ein solches Hilfsmittel 
in das Gebiet der höheren Geodäsie einzudringen, als ich ersucht 
wurde, von der seit 1898 in die preußische Prüfungsordnung auf- 
genommenen „Angewandten Mathematik" außer der Aus- 
gleichungsrechnung und deren Anwendung auf Triangulation, auch 
noch die theoretische Geodäsie in meinen Vorlesungen neben 
der theoretischen Astronomie zu vertreten. 

Im vorliegenden ersten Bande dieses Buches ist nach einem 
einleitenden Überblick über die Potentialtheorie, deren Ergebnisse 
in gewissen Hauptkapiteln der höheren Geodäsie vorausgesetzt 
werden, mit der Entwicklung der Lehren der höheren Geodäsie selbst 
erst der Anfang gemacht. Naturgemäß sind deshalb im folgenden 
neuere Errungenschaften, wie z. B. die BnuNSSche Abhandlung über 
das Geoid, sowie andere Fragen, noch nicht erwähnt worden. 
Die Behandlung dieser Stoffe bleibt vielmehr einem zweiten Bande 
vorbehalten. 

Hinsichtlich der potentialtheoretischen Grandlagen, die in dem- 
jenigen Teil der höheren Geodäsie, der die Bestimmung der Gestalt 
der Erde behandelt, die notwendige Voraussetzung bilden, war ich 
so glücklich, bei einem Manne, wie Ludwig Boltzmann, meinem 
hochverehrten einstigen Lehrer, dem ich selbst die erste Einführung 
in die Potentialtheorie verdanke, Anhalt zu finden. 



VI Vorwort. 

Im Wintersemester 1892/93 hielt Ludwig Boltzmakn auf 
meine Bitte als letzten Abschluß eines mehrjährigen Vorlesungszyklus 
über reine, physikalische und astronomische Mechanik diese, von 
ihm zuvor nicht gehaltene Vorlesung über das mechanische 
Potential. Seine Eraukheit hat ihn jedenfalls verhindert, die von ihm 
gegebene originelle Darstellung, die das Interesse der Mathematiker 
erwecken dürfte, selbst zu veröffentlichen, obwohl er die Absicht 
hierzu in Band I seines Werkes „Vorlesungen über die Prinzipe der 
Mechanik^' auf Seite 98 ausspricht. Als ich im März 1906 bei ihm 
anfnig, ob er erlauben würde, daß ich die in dieser von mir gehörten 
und ausgearbeiteten Vorlesung gegebenen Beweise als Einleitung zu 
einer von mir herauszugebenden Einführung in die höhere Geodäsie 
veröffentlichen dürfe, erhielt ich von ihm den folgenden Brief: 

»^Hochgeehrter Herr! Entschuldigen Sie, daß ich Ihre 
beiden Briefe so spät beantworte. Ich war längere Zeit ron 
Wien weg und bin jetzt so unwohl, daß ich die Vorlesungen 
gar nicht halten kann. Daher erhielt ich auch Ihre Briefe ganz 
verspätet. Ich habe durchaus nichts dagegen, daß Sie in Ihrem 
Buche von meinen Vorlesungen über Potentialtheorie beliebigen 
Q-ebrauch machen, wenn Sie es kurz im Buche erwähnen. 
Im Gegenteil, ich freue mich, daß der damals ausgestreute Same 
noch Frucht trägt 

Ich fühle mich leider recht unwohl und unglücklich. 

Hochachtungsvollst 

Ihr ergebenster 

Ludwig Boltzmakn. 
Nach BoLTZMANNs Tode schien es mir eine Pflicht der Pietät, 
die Ausarbeitung, deren beliebige Verwertung er mir anvertraut 
hatte, möglichst ohne Veränderungen und Zusätze zu veröffentlichen, 
wozu mich auch die Witwe des Verstorbenen noch besonders er- 
mächtigte. 

In der im folgenden gegebenen Darstellung des Potentiales 
schaltete ich nur eine größere Anzahl von Zusätzen ein, die mir 
BoLTZMANN als ErgäuzuDg meiner damaligen Ausarbeitung im 
Sommersemester 1894 in der Münchner Akademie, wo ich häufig 
die Nachmittage bei ihm verbringen durfte, noch selbst diktiert hat; 
ebenso den Inhalt mehrerer Briefe, die ich in Halle während der 
Jahre 1904 und 1905 von ihm erhielt 

Die Nachschrift der letzten Stunden des Boltzmask sehen Kollos, 
in denen Boltzmahn nachträglich die Ableitung der LAPLACSSchen 



Vorwort. VII 

Differentialgleichang in generalisierten Koordinaten dnrchf&hrte 
und das Potential des LAPLACEschen Sphäroids ableitete, mußte 
ich versäumen. loh erhielt sie seinerzeit von meinem Freunde, 
Wilhelm Ebebt, und von Herrn Dr. Aleseb Lobwt, jetzt Professor 
in Freiburg. Diese, von Boltzmann nachträglich noch als Ergän- 
zung gegebene Darstellung der Laplagb sehen Differentialgleichung 
wurde von mir im dritten Kapitel, wo Boltzmann die LAPLAOESche 
Differentialgleichung ableitet und ausftlbrlich behandelt, mit ver- 
arbeitet Schließlich ist noch zu erwähnen ^ daß Boltzmaisn seine 
Vorlesungen ohne Hervorhebung von Kapiteln oder Paragraphen- 
einteilung hielt Deshalb mußte ich die f&r den Druck notwendige, 
im folgenden gegebene Disposition selbst entwerfen. Hinsichtlich 
der großen Ausführlichkeit der Darstellung sei bemerkt, daß ich 
Boltzmanns meist ins Detail gehende Erläuterungen der zum Teil 
schwierigen Probleme zu kürzen mich nicht für berechtigt hielt 
Trotzdem machte die eingehende Bearbeitung und Gestaltung der, vor 
15 Jahren von mir nicht stenographierten Vorlesung, die für den 
Druck selbstverständlich notwendig und keineswegs immer bloß rein 
formaler Natur war, die ganze verantwortungsreiche Publikation 
zu einer oft nur schwer entsprechend zu lösenden Aufgabe. — 

In dankbarer Verehrung möchte ich an dieser Stelle des großen 
Dahingegangenen auch als des unvergleichlichen akademischen 
Lehrers gedenken, dem Generationen die bedeutendste Anregung 
verdanken, die sie während ihrer akademischen Ausbildung empfangen 
konnten. Aus seinem schöpferischen Geist ging jeder Stoff neu und 
vereinfacht hervor, und an ihm bewahrheitete sich Lbssikgs Wort: 
„Das Genie liebt Einfalt<^. Einfachheit und schlichte Größe waren 
die Orundzüge seines Wesens. 

Auf dem Gebiete formaler Gestaltung in seinen Werken ist 
ItVvwiQ Boltzmann der geborene Künstler, ebenso klar und leicht 
verständlich für den Lernenden, als anregend und voll interessanter, 
neuer Gesichtspunkte für den mit dem Gebiet vertrauten Forscher. 
Seine Neudarstellung der Mechanik, von der bis jetzt nur die 
Analytische Mechanik in Teil I und II seiner „Vorlesungen 
über die Prinzipe der Mechanik^' erschienen ist, dürfte zu den wert- 
vollsten Neuformulierungen zu zählen sein, die das Gebiet seit Ab- 
fassung von Lag&anges M^canique analytique erfahren hat 

So werden auch die zunächst im folgenden mitgeteilten inter« 
essanten Untersuchungen Boltzmanns über die PoissoNsche Gleichung, 
seine eigenartige Behandlung des Gbeen sehen Satzes und der 
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GfiEBNschen Funktion, seine kritische Darstellung und sein eigener 
neuer Beweis des Dibiohlet sehen Prinzipes, den er allerdings nur 
für den Fall eines Rechtecks durchgeführt hat, wie seine schöne 
geometrische Interpretation der Theorie der Anziehung der Ellipsoide 
das Interesse weitester, mathematisch gebildeter Ereise erwecken. 
Denn diese Formulierung der Potentialtheorie als Teil der mathe- 
matischen Mechanik von Boltzmank dürfte zu den wertvollsten 
Darstellungen zu zählen sein, die über die betreffenden Probleme 
bisher gegeben worden sind. 

Hinsichtlich des DmioHiiBT sehen Prinzipes sei bemerkt, daB 
der neue Weg, den Boltzmann durch seine Beweisführung für das 
Rechteck angebahnt hat, sich in Analogie auf das Parallelepiped 
und damit auf den eigentlich in Frage kommenden Fall des Raumes 
ausdehnen läßt An Stelle der 4 „Nachbarwerte^' beim Rechteck 
treten, wie man sieht, beim Parallelepiped 6 Nachbarwerte, und die 
früheren Schlüsse lassen sich in Analogie ohne Schwierigkeit auf 
das Parallelepiped ausdehnen, von dem aus der Übergang auf eine 
beliebige Figur dann auszuführen ist Die weitere Behandlung 
dieser, in das Gebiet der reinen Mathematik gehörigen Frage über- 
lasse ich indes den reinen Mathematikern, da ich mein Interesse 
auf die angewandte Mathematik sowie die mathematische 
Mechanik neben der theoretischen Astronomie konzentriere. 

Die BoLTZMANN sehen Ausführungen über das Potential habe 
ich in der zweiten, die Theorie der Erdfigur behandelnden Abteilung 
fortgesetzt, indem ich im Anschluß an die von Bgltzicakn ent- 
wickelte Theorie der Anziehung der Ellipsoide zunächst im elften 
Kapitel einen kurzen Abriß der alten klassischen mechanischen 
Theorie der Gestalt der Erde gegeben habe. Denn diese An- 
wendung auf ein Problem der exakten Naturwissenschaft 
zeigt erst, daß man durch die Potentialtheorie nicht bloß 
die Erkenntnis schöner mathematischer Theoreme ge- 
winnt, sondern zugleich eine Erklärung und einen tiefen 
Einblick in die Natur. — 

Dabei habe ich mich bestrebt, die Darstellung in diesem Buch 
überhaupt so einfach und verständlich zu geben, daß auch 
Studenten sich in diese schwierigen Fragen einen Elinblick verschaffen 
können, den aus Laplaobs „M^canique Celeste'' und den späteren 
Originalarbeiten sonst nur der mit dem Gebiet vertraute Fach- 
gelehrte gewinnen kann. 



Vorwort. 

Im zwölften Kapitel ist mit der Ableitung der geodätischen 
Fnndamentalbestimmungen auf der im vorhergehenden Kapitel ihrer 
Gestalt nach in erster Näherung bestimmten Erdoberfläche 
begonnen; es ist zunächst die Bestimmung der Azimute imd 
Distanzen auf dem Erdsphäroid^ femer die Theorie des sphäro- 
idischen Dreiecks unter Zugrundelegung der GAüSsschen Theorie 
des Krümmungsmaßes einer Fläche (man vergleiche die in § 55, a 
gegebene Darstellung), sowie die Theorie der geodätischen Linie 
ausfbhrUch entwickelt worden; und zwar unter Einfügung nume- 
rischer Beispiele, welche die praktische Verwertbarkeit der 
entwickelten mathematischen Ausdrücke deutlich erkennen lassen. 
Dabei habe ich die Erde bei Behandlung dieser Fragen im An- 
schluß an den englischen G-eodäten Clabke kurz als „Sphäroid'^ 
bezeichnet und auch die Dreiecke auf dem schwach abgeplatteten 
Kotationsellipsoid nach Clabke kurz ,,sphäroidische'^ genannt, 
während die wahre Gestalt der Erde als Geoid bezeichnet 
werden wird. 

Bei Abfassung dieser Darstellungen habe ich Glaibauts „Theorie 
de la figure de la terre tiröe des principes de l'hydrostatique'', 
Paris 1808 und ToDHuiirrEBs „History of the Mathematical Theories 
of Attraction and the Figure of the Earth^', London 1873 benutzt; 
femer dem fünften Kapitel des ausgezeichneten englischen Werkes 
„Geodesy by Colonel A. B. Clabke, C. B. Oxford'^ das nur in seinen 
Schlußpartien veraltet ist, mehrere potentialtheoretische Sätze und die 
Theorie Claibaüts entnommen, jedoch in erweiterter Form zur Dar- 
stellung gebracht Schließlich wurden die beiden Kapitel über die 
Oberflächenverhältnisse des Sphäroids und die geodätische Linie des 
Clabke sehen Buches inhaltlich für das vorliegende Werk von mir 
verarbeitet Einleitungsweise habe ich vor Behandlung der geo- 
dätischen Linie bei Abfassung des § 56 über die allgemeine 
Minimumbestimmung noch eine Kollegdarstellung Boltzmanns über 
Variationsrechnung verkürzt benutzt und seine originelle, geo- 
metrische Versinnlichung der Relation 8dy ^ dSy gebracht 

Als „Anhang'' schließlich habe ich eine kurze Zusammenstellung 
im zwölften Kapitel zur Verwendung gelangter bekannter trigono- 
metrischer Hilfsformeln beigefügt, die ich dem vierten Kapitel 
des Clabke sehen Buches, das eine ausführlichere Darstellung der 
sphärischen Trigonometrie enthält, entnommen habe. — 

Eüner einstmaligen Anregung des Herrn Geheimrat Felix Klein 
zufolge, der in den Göttinger wissenschaftlichen Dozentenzusammen- 
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künften auf die Bedeutung der geometrischen Interpretation für 
die mathematische Mechanik hinwies, — ich wohnte diesen 
Konferenzen in den Jahren 1808 und 1899 einige Male hei — 
habe ich mich bestrebt, UberhaQpt die analytischen Ausfährungen 
soweit als tunlich geometrisch zu interpretieren und dadurch in 
erhöhtem Maße zu veranschaulichen. Während beispielsweise OiiABstb 
in den zuvor erwähnten Kapiteln auf die geometrische Seite der 
Probleme seltener eingeht und sich auf sieben Figuren beschränkt, 
habe ich, bei der weit ausführlicheren Behandlung der gleichen 
Stoffe, der geometrischen Interpretation der Probleme tunlichst 
Rechnung getragen und daher zur Illustration auch mehr Figuren 
gegeben. Desgleichen sind im folgenden die analytischen Entwick- 
lungen in den Grundlinien durchgeführt, während Clabke, der die 
niedere und höhere Geodäsie in seinem Werk zugleich behandelt, 
sich meist auf einen kurzen Hinweis, bisweilen auf die bloße An- 
führung von Sätzen beschränkt. 

Bei Durchrechnung eines Teiles der, übrigens von Druckfehlern 
nicht freien, Clabke sehen Formeln, bin ich durch meinen Freund, 
Professor Heinbigh Liebmann, in wertvoller Weise unterstützt 
worden, dem ich an dieser Stelle für den mir geleisteten Freund- 
schaftsdienst meinen aufrichtigen Dank aussprechen möchte. In 
der Theorie der Figur der Erde habe ich die von ihm gegebene 
Ableitung für die verschiedenen Formen des Trägheitsmomentes des 
Ellipsoids eingefügt 

Zum Schluß drängt es mich, Herrn Professor Hüoo von Seblioer, 
meinen wärmsten Dank dafür auszusprechen, daß er mir gütigst 
gestattet hat, aus seiner eigenartigen EoUegdarstellung der Gleich- 
gewichtsfigurentheorie die Behandlung des dreiachsigen Ellipsoids, 
welches keine mögliche Gleichgewichtsfigurenform der Erde be- 
zeichnet, zu benützen. Bei Abfassung der Theorie der Figur der 
Erde habe ich in § 51 diese von mir gehörte Darstellung in freier 
Weise verwertet. Da letzteres Problem in Lehrdarstellungen bis 
jetzt nicht behandelt ist, sondern nur in Originalarbeiten, die sich 
historisch über einen längeren Zeitraum erstrecken, verstreut zu 
finden ist, dürfte der im folgenden gegebene Überblick über diese 
komplizierte und besonders interessante Frage der höheren 
Mechanik manchem Mathematiker vielleicht erwünscht sein. 

Halle a. S., Oktober 1907. 

Der Verfasser. 
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Erste Abteilung. 

Das mechanische Potential. 



Erstes Kapitel. 

Die Kräftefunktion. 

§ 1. Definition nnd Existenzbedingung der Kraftefanktion im Fall 
eines materiellen Punktes. Yerallgemeinemng des Begriffs far eine 

beliebige Bichtnng. 

Das Potential ist einer der wichtigsten Hilfsbegriffe der ana- 
lytischen Mechanik und daher ist die Potentialtheorie nur als ein 
spezielles Kapitel der Mechanik zu betrachten. Schon die Begründer 
der Mechanik, Newton und Leibniz^ machten mannigfachen Gebrauch 
vom Begriff der Arbeit, nannten aber noch dasjenige „Kraft", was 
wir jetzt allgemeiner mit ,,Arbeit'' bezeichnen. Der Potentialbegriff 
hängt mit dem Begriff der Kraft eng zusammen. Während seine ersten 
An&nge schon bei Newton zu suchen sind, tritt er in entwickelterer 
Form bei Laplace in der „M^canique Celeste'' auf. Laplaoe er- 
kannte, daß sich die Rechnungen vielfach kürzer und einfacher 
gestalten, wenn man eine gewisse Funktion, eben die Potential- 
funktion, in sie einführt, deren partielle Ableitungen nach den 
Koordinaten die Kräfte sind. Doch legte Laplace dieser Funktion 
noch keinen Namen bei. Das tat zuerst der englische Physiker 
Gbebn, der sich auch die weitgehendsten Verdienste um die Ent- 
wicklung der Potentialtheorie erwarb, die dann yon Gauss, Jacobi, 
DiBiCHLET und anderen weiter ausgebildet wurde. Allein bei allen 
diesen Forschern erscheint das Potential bloß als eine Funktion, die 
zur Erleichterung der Rechnung eingef&hii; wird. Denn sie alle 
betrachteten die Eräfte als das in der Natur Gegebene, die dann 

Büchholz, Angewandte Mathematik. 1 



2 Erste Abteilung. Das mechanische Potential. [§ 1 

als die partiellen Ableitungen der Potentialfunktion nach den Koordi- 
naten aufgefaßt werden. 

In neuerer Zeit aber hat der PotentialbegriflF nach zwei Kich- 
tungen hin eine bedeutende Erweiterung erfahren. Heutigen Tages, 
wo man mehr und mehr die Energie als das Wesentliche der ana- 
lytischen Mechanik ansieht, mit welcher der Potentialbegriff eng 
zusammenhängt, indem die lebendige Kraft oder kinetische Energie 
vermindert um das Potential oder die Summe der kinetischen und 
der potentiellen Energie stets konstant ist, faßt man das Potential 
als das eigentlich in der Natur Gegebene auf und die Kräfte nur 
als das aus ihm Fließende. Doch ist diese Anschauung erst in der 
Ausbildung begriffen.^) 

Sodann hat sich der Potentialbegriff noch in einer zweiten 
Richtung entwickelt, indem sich auch in anderen Gebieten als der 
reinen Mechanik, die aber alle in weiterem Sinne zur Mechanik 
gehören, Funktionen gezeigt haben, die mit dem Potentialbegriff 
verwandt und daher auch nach ihm benannt sind; so z. B. in der 
Hydromechanik das Geschwindigkeitspotential, in der mechanischen 
Wärmetheorie das thermodynamische Potential, in der Ellektrizitäts- 
theorie das elektromagnetische Potential. 

Im folgenden wird, im Anschluß an die alte klassische An- 
schauungsweise, nur das mechanische Potential behandelt 
werden. Den Potentialbegriff gleich von vornherein so zu definieren, 
daß er die erwähnten verschiedenen Yorstellungsweisen einheitlich 
zusammenfaßt, dürfte kaum möglich sein. Wir betrachten fortan also 
das Potential nur als eine Größe, die zur Erleichterung der Rech- 
nung eingeführt ist, nicht aber als etwas real Existierendes. 

Zunächst fassen wir den einfachsten Fall ins Auge, daß ein 
einziger materieller Punkt von der Masse m, dessen Position durch 
drei rechtwinklige Koordinaten x, y, z bestimmt ist, gegeben sei, auf 
den beliebige Kräfte wirken, die erst später gewissen Beschränkungen 
unterworfen werden sollen. Diese Kräfte, welche auf den materiellen 
Punkt zur beliebigen Zeit t, wo er sich an der Stelle Ä des Raumes 
befinde, wirken, können dann zu einer Resultante AB komponiert 
werden, deren Intensität P sei. Die Größe und Richtung dieser 
resultierenden Kraft P aber ist gegeben durch ihre drei Kom- 
ponenten X, ¥y Zf die enthalten sind in den allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen: 



^) Vgl. BoLTzuANN, Vorlesungen über die Prinzipe der Mechanik, I, p. 92. 
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(1) 












die Dach der Mechanik für den materiellen Punkt bestehen. ^) 

Vorläufig nehmen wir an^ daß die auf den materiellen Punkt 
wirkenden Kräfte bloß Yon seiner Lage im Raum abhängig seien, 
die allein durch seine Koordinaten x, y, z bestimmt wird. Wir setzen 
mit anderen Worten Toraus, daß die Kräfte bloß Funktionen der 
Koordinaten seien: 



(2) 



X=^(p{x,y,z)y Y==x{^yy,^), Z^ \p{x,i/,z). 



Jedesmal also, wenn der materielle Punkt an dieselbe Stelle 
des Baumes zurttckkehrt, wird^ nach der gemachten Voraussetzung, 
wieder eine gleich große und gleich gerichtete Kraft auf ihn wirken, 
während an einer beliebigen anderen Stelle des Baumes eine Kraft 
von anderer Größe und Bichtung auf ihn wirkt. In unserer Voraus- 
setzung sind also zwei Annahmen enthalten; erstens die Annahme, 
daß die Kräfte nicht von der Geschwindigkeit oder Beschleunigung 
des materiellen Punktes abhängen; zweitens 
die, daß die äußeren Ursachen, welche die 
Kräfte erzeugen, sich nicht mit der Zeit 
ändern; so daß weder die ersten und 
zweiten Differentialquotienten der Koordi- 
naten nach der Zeit t, noch diese selbst 
bei der gemachten Voraussetzung in den 
obigen Funktionen, welche die Kräfte 7^ 
repräsentieren, enthalten sein sollen. 

Jetzt kann die Gleichung der leben- 
digen Kraft, aus der sich der Begriff der Kräftefunktion und, durch 
Spezialisierung derselben, derjenige des Potentiales unmittelbar er- 
gibt, leicht aufgestellt werden. Zur Zeit t befindet sich der materielle 
Punkt an der Stelle A des Baumes (vgl. Fig. 1) und beschreibt in 
der unendlich kleinen Zeit dt den unendlich kleinen Weg AA' ^ ds^ 
wobei die Koordinaten die Zuwächse dx^ dy, dz erhalten. Seine 
Geschwindigkeitskomponenten nach den drei Achsen sind dann^): 

dy 




Fig. 1. 



(3) 



dx 



dt 



= V 



dx 
~dt 



= w 



') Vgl. BoLTZMANN, Vorlesungcn über die Prinzipe der Mechanik, I, § 8. 
*) Vgl. BoLTZMANN, ebenda, I, § 8. 
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und das Quadrat seiner totalen Geschwindigkeit ist: 

(4) u^ + v^ + w^^c*. 

Wesentlich fQr das Folgende ist die Bemerkung^ daß es sich hei 
den Komponenten nicht nm partielle Differentialquotienten handelt, 
weil hloß die eine Größe t sich ändert, alle anderen in Betracht 
kommenden Größen aher Funktionen yon t sind. Um das noch 
deutlicher zu machen, denken wir uns die Bahn des materiellen 
Punktes beispielsweise auf die xy- Ebene projiziert und bezeichnen 
mit a die Projektion von Ä, mit a diejenige von A\ Zieht man 
eine Tangente in a an die Projektion aa', die den Winkel (o mit 
der X-Achse bilde, so ist: 

dy 



tango? = 



dx 



Nun sind dt/ und dx die während der Zeit dt eingetretenen Zu- 
wächse der Koordinaten y und x, da sich der materielle Punkt zur 
Zeit ; in a, zur Zeit t + dt in a' befindet Daher ist: 

dy 



dy _^ dt __ r 
dx dx u 



tang(w= . v^--", 



dt 

da bloß die Zeit die Variable ist Bei partiellen Differential- 
quotienten hingegen ist y als Wert einer Funktion nicht nur von t, 
sondern auch von x aufzufassen und daher wäre nicht: 





dy 


dy 


dt 


dx 


dx 



dt 

da nach der Definition der partiellen Ableitung dy auf der linken 
Seite der Zuwachs yon y wäre, der bei konstant gehaltenem t ein- 
träte, wenn bloß x sich änderte, während auf der rechten Seite in 
dyfdt gerade umgekehrt nur ty nicht aber x als einen Zuwachs 
erhaltend gedacht werden müßte. 

Multipliziert man nun die Gleichungen (1) bezüglich mit dx, 
dyy dz und addiert sie, so folgt: 

(5) m{dz^Ar dy -f ^f- + dz |^) = Xdx + Ydy + Zdz. 

Die Differentiation der Gleichungen (3) aber gibt: 

d}x ^ du d^y ^ dv d*« dtc 

dt^ ''dt' ~dt^~ " ~dl' ~d? " ~dT ' 



m 
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Daher wird Gleichung (5) auch: 

{dx^ + djf^+dz^) = Xdx + rd,j + Zdz, 

oder, da es sich nicht um partielle, sondern um gewöhnliche Diffe- 
rentialquotienten handelt: 

m{jg du + V dv + w dw) = Xdx + ^dy + Zdz. 

Durch Differentiation Ton (4) folgt aber; 

udu + vdv + w dw = d 1— j . 

Folglich wird, da m konstant ist: 

(6) d (^\ = Xdx + Tdy + Zdz . 

Dieser Ausdruck für die „Elementararbeit" Xdx+Ydy+Zdz^) 
läßt sich auch noch in anderer Weise darstellen, indem man den 
Winkel s einflihrt, den die Richtung der Kraft P mit dem Weg 
ÄÄ'^ds bildet (ygl. Fig. 1). Nach der Figur ist: 

cos 6 = COS (P, x) cos (rf*, x) + cos (P, y) cos [ds, y) + cos (P, z) cos {ds, z), 

oder mit Pds multipliziert, da: 

P cos (P, x) Ä Xy ds cos {ds, x) « dx 
ist: 

Pcos ads^ Xdx + Ydy + Zdz, 

oder, wenn man die Komponente TOn P in der Richtung Ä A' mit S 

bezeichnet^ auch: 

PQOsads = Sds, 

oder, wenn man cose(/« als Projektion von ÄÄ' auf die Richtung 
der Kraft P auffaßt und mit dp bezeichnet, auch: 

Pcosfi^Ä = Pdp. 

Führt man diese verschiedenen Formen in Gleichung (6) ein 
und integriert dieselbe, faßt also einen endlichen Weg ins Auge, so 
erhält man das Prinzip der lebendigen Kraft, das besagt, daß 
die Summe aller Zuwächse, welche die lebendige Kraft während des 
ganzen Ton einem materiellen Punkt beschriebenen Weges erfährt, 
gleich ist der von der Kraft während dieser Zeit geleisteten Arbeit: 

/<^) - -T^ - -?- = /(^^- + Ydy + Zdz) 

^JPcosed8=nJsd8:=^fPdp. 

') Vgl. BoLTZMANN, VorlesuDgeii über die Prinzipe der Mechanik, I, § 16. 
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Das ist die Fundamentalformel, auf der die ganze Poten- 
tialtheorie beruht. 

Das Integral (7) ist dabei als Grenzwert einer Summe aufzu- 
fassen, die man erhält, indem man Senkrechte auf die ar,y,z-Ach8en 
gefällt denkt, deren Fußpunkte bezüglich 7/^,2^, Z-^ . . . , M^, M^^ 
i/3 . . . , Nq, N^, N^ . . . seien, und wobei X^, Y^, Z^ die Werte von 
X, ¥,Z in Jq, Xj, 7j, Z^ in A^, allgemein X^, ¥^, Z^ die Werte von 
X, 7, Z im Orte A^ sind. Nach Fig. 2 ist dann: 



MBsn 



(8) j{Xdx + Ydy + Zdz) = lim ^[X^{KL^^^) + Y^[M^M^^,) 

wobei die Strecken Zq' A * * - ^'^ positiv zu betrachten sind, wenn 

die jr- Achse wächst, sonst als negativ. Denkt man also das Integral 

über genau die gleiche Kurve er- 
streckt, aber in entgegengesetzter 
Richtung, so ändert sich bloß das 
Vorzeichen. 

Ebenso kann man natürlich 
auch die Kurve in unendlich viele 
Elemente zerlegt und die Rich- 
tung der Kraft für jedes Ele- 
ment einzeln berechnet denken. 
Wirke bezüglich in den Punkten 
Aq, ^1 . . . die Kraft P^, Pj . . . und 
seien die Winkel zwischen den 

Kräften Pq^ P^ ... und den Elementen A^A^, A^A^ . . . bezüglich 

gleich: 

^(P,,A,A,)^€. 




Fig. 2. 



'V 



so ist: 
(9) 



Pcoseds = lim V|{P,,cos6^(i^K-^K + i)}. 



Aus Gleichung (9) ergibt sich der BegriiT der Kräftefunktion 
unmittelbar. Da die . Ejräfte X ^> ^ iia.ch der Voraussetzung bloß 
Funktionen der Koordinaten sind, so sind auch die verschiedenßn 
Formen der rechten Seite von Gleichung (9) nur Funktionen von 
X, y, z. Offenbar ist es nun möglich, daß eine vierte Funktion F der 
Koordinaten :r, 7/, z existiert von der Beschaffenheit, daß die Größe 
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Xdx+ Tdt/ + Zdz gerade das vollständige Diflferential dieser Funk- 
tion F ist Dasselbe ist: 

dF[x,y,z) = -^^^dx + ±?-dj/ + ^dz, 

wobei die partiellen Ableitungen dFjdx usvr. auch Funktionen von 
X, yy z sind. Tritt dieser mögliche Fall, daß die Elementararbeit 
gerade das vollständige Differential einer bestimmten Funktion ist, 
wirklich ein, so bezeichnen wir diese Funktion mit F und erhalten 
für dieselbe nach unserer Annahme: 

dF= Xdx + Ydy + Zdz. 

Wie man sieht, sind in diesem Fall die Koeffizienten von dx^ drj, dz 
gerade die partiellen Ableitungen der Funktion F nach den Koordi- 
naten: 

(10) x^^, r=4r, ^=41. 

Weil also in diesem Fall die Kraftkomponenten X, ¥, Z nichts 
anderes sind als die partiellen Ableitungen der Funktion F nach 
x,y,Zf deshalb wird Tals die „KJräftefunktion" bezeichnet. Bis- 
weilen fuhrt man auch eine andere Funktion als Kräftefunktion ein, 
nämlich diejenige Funktion, deren negative Differentialquotienten 
nach den Koordinaten die Kräfte ergeben. Im folgenden aber ist 
die Kräftefunktion stets so gewählt gedacht, daß ihre positiven 
Differentialquotienten die Kräfte sind. 

Um nun zu entscheiden, wann der Fall wirklich eintritt, daß 
die Elementararbeit Xdx + Ydy + Zdz gerade das vollständige 
Differential einer Funktion der Koordinaten ist, stellen wir die beiden 
folgenden Lemmata auf. 

Wir nehmen erstens vorläufig einmal an, es sei wirklich: 

dF=:-Xdx+ Tdy + Zdz 

und es habe F für jeden Punkt ar, y, z nur einen einzigen Wert, 
d. h, es existiere eine Kräftefunktion, und 
denken nun den materiellen Punkt um 
eine endliche Strecke von A über J) nach 
£ fortbewegt (vgL Fig. 3). Die Geschwin- 
digkeit des Punktes in ^ sei c^, in ^ 
gleich (*j, die Koordinaten von A seien 
*o' yo» ^o> ^on E gleich ar^, y,, Zj, also 
die Kräftefunktionen in diesen zwei Punkten des Baumes: 
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und die lebendigen Kräfte: 

L^^ und L. = *""' 



2 12 

Für jeden Moment der Bewegung gilt nun Gleichung (6), deren 
rechte Seite ein vollständiges Differential ist nach der Voraus- 
setzung; für jeden Punkt des Weges ist also: 

und folglich auch: 

2 '^l "" '^O' 



mc] mel 



Der Zuwachs der lebendigen Kraft ist somit derselbe, gleichviel auf 
welchem Weg das Bewegliche von Ä nach E gelangt, wenn es nur 
vom gleichen Ausgangspunkt zum selben Endpunkt übergeht Mit 
anderen Worten, der Zuwachs der lebendigen Kraft ist un- 
abhängig vom Weg. Gelangt also das Bewegliche auf einem 
anderen Weg von A über F nach E, so gilt auch wieder die 
Gleichung: 

v^*; 2 "" 2 "" '^i "" '^o' 

wobei jedoch vorauszusetzen ist, daß die Funktion F eine eindeutige 
Funktion sei, da sie sonst in A und E mehrere Werte besitzen und 
man nicht wissen könnte, welcher zu wählen ist Das erste fest- 
zustellende Lemma besteht also darin, daß, wenn eine Kräftefunktion 
existieren soll, der Zuwachs der lebendigen Kraft unabhängig vom 
Weg sein muß. Um das zweite zu erhalten, brauchen wir das 
erste bloß umzukehren, müssen dazu aber erst noch folgendes fest- 
stellen. 

Wenn irgendeine Kräftefunktion V existiert, so wird offenbar eine 
beliebige andere Kräftefunktion erhalten, indem man die erste bloß 
um eine beliebige Konstante C vermehrt Denn es ist: 

d{V+ C) = dV^ Xdx + Ydy + Zdz. 

Umgekehrt kann jede andere Funktion, die Kräftefunktion sein soll, 
sich von der ersten nur durch eine Konstante unterscheiden. Denn 
angenommen, es gäbe eine andere Funktion V*, die auch Kräfte- 
funktion wäre, so würde nach der Definition der Kräftefunktion auch: 

dV'=^Xdx+ Ydy + Zdz 
sein. Also: 

//(P-r) = oder V'^V+C, 

wie immer die Zuwächse von Xy y, z beschaffen wären. 
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Durch Umkehrung des ersten Lemmas ergibt sich nun die ge- 
suchte Bedingung dafüri wann eine Kräftefunktion existiert Wir 
nehmen an, die Differenz der lebendigen Kräfte zu Ende und zu 
Beginn der Bewegung: 

r^_J^ ^jiXdx + Ydy + Zdz) 

sei unabhängig vom Weg des Beweglichen und nur abhängig vom 
Anfangs- und Endpunkt der Bewegung. Dann ist also auch der 
Integralwert rechts unabhängig vom Weg. Für irgendeinen Punkt 
des Raumes^ wir wählen den Ursprung des Koordinatensystems, 
kann man den Wert der Kräftefunktion willkürlich wählen; er sei 
daselbst gleich C. Für einen anderen Funkt A des Baumes, mit 
den Koordinaten x, y, r, können wir den Wert der Kräfte- 
funktion bestimmen, indem wir Ä mit verbunden und das Integral 
f{Xdx+ Ydy + Zdz) über diese willkürliche Kurve erstreckt denken, 
wodurch es einen bestimmten Wert erhält Zum Punkt A gehöre 
der bestimmte Wert: 

(12) r= C+f{Xdx+ Ydy + Zdz). 

Ä 
So ergibt sich eine Größe, die für jede Stelle des Baumes einen 
bestimmten Wert hat und folglich eine Funktion von x, y, z ist 
Dieser Wert von V ist so beschaffen, daß er, differentiiert, den 
Ausdruck unter dem Integralzeichen ergeben muß. Denn aus 
Gleichung (12) folgt: 

rf F = Xdx + Xdy + Zdz . 

Somit haben wir das zweite, ans der Umkehrung des ersten resul- 
tierende Lemma erhalten, das die Antwort auf die zuvor aufgeworfene 
Frage gibt: wenn die Differenz der lebendigen Kräfte unab- 
hängig ist vom Weg, so muß eine Kräftefunktion existieren, 
die berechenbar ist 

Es fragt sich jetzt nur noch, ob dieser Fall in der Natur über- 
haupt und ob er häuBg vorkommt Er tritt dann ein, wenn 
keine äußere Arbeitsquelle existiert Denn dann muß das 
Prinzip der lebendigen Kraft gelten und aus ihm folgt, daß der 
Zuwachs der lebendigen Kraft unabhängig ist vom Weg, also die 
Existenz einer Kräftefunktion. Wir wollen das durch die Annahme 
beweisen, es sei keine Arbeitsquelle vorhanden und die Differenz 
der lebendigen Kräfte dann trotzdem nicht unabhängig vom Weg, 
was, wie wir sehen werden, auf einen Widerspruch mit der Er- 
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fahrung, nämlicli die Unmöglichkeit eines unendlich großen An- 
wachsens der lebendigen Kraft führen würde, ohne das Vorhanden- 
sein einer dauernden Energiequelle. 

Um das zu beweisen, denken wir uns den Ausgangspunkt A 
und Endpunkt E des Weges und zwischen beiden irgend eine Bahn. 
Bewegt sich der materielle Punkt auf dieser Bahn AJDE, so wird 
der gesamte Zuwachs seiner lebendigen Kraft: 



/' 



{Kdx+ rdy + Zdz) = a. 

ADE 

Nun nehmen wir an, es gäbe irgend eine andere Bahn AFE, für 
welche der Zuwachs der lebendigen Kraft einen anderen Wert: 



/' 



(Zdx+ Tdy + Zdz) = b 

ÄFB 

habe, und zwar habe er für die Bahn AJDE den größeren Wert, 
so daß laut Voraussetzung a > b sei. Der Wert der lebendigen 
Kraft zu Beginn der Bewegung sei: 



h = 



mcl 



Denkt man nun das Bewegliche zuerst auf dem Wege ADE von A 
nach E gelangt, so geht die lebendige Kraft dabei über in: 

2 

und denkt man es hierauf auf dem Weg EF A wieder von j^nach A 
zurückversetzt, so wird die lebendige Kraft, da das Integral von E 
über F nach A erstreckt, den Wert — b erhält, wenn das Bewegliche 
nach dem ganzen Umlauf wieder in A angekommen ist: 



oder: 



A = ^ + «-* 






Bei diesem Prozeß wäre also die lebendige Kraft um g gewachsen 
und durch Wiederholung desselben würde sie sukzessive die Werte 
erhalten: 
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und 80 fort in infinitum, könnte also über jede Grenze hinaus 
wachsen. Die Erfahrung lehrt indes ^ daß dies bloß dann möglich 
ist^ wenn eine dauernde Energiequelle vorhanden ist^ wie z. B. im 
Fall eines y um einen elektrischen Strom rotierenden Magnetpoles, 
wo die lebendige Kraft fortwährend wächst, wenn sie auch infolge des 
Beibungswiderstandes nicht geradezu unendlich wird. Es existiert 
somit stets dann, wenn keine dauernde Energiequelle vor- 
handen ist; eine Eräftefunktion und das ist in der Natur eben 
häufig der Fall. Diese Eräftefunktion ist eine eindeutige Funktion 
der Eoordinaten. Ob sie in eine Potenzreihe entwickelbar, d. h. 
eine analytische Funktion sei^ interessiert uns hier nichts sondern 
nur, daß sie für jeden Punkt des Raumes einen bestimmten an- 
gebbaren Wert hat, falls sie im Ursprung den Wert C hatte. 

Ein Beweis, wie der hier gegebene, kann freilich auch nur als 
ein relativer betrachtet werden, im Hinblick auf die Annahmen, die 
in ihm enthalten sind. Denn streng genommen kann man ja das 
Bewegliche nicht herumführen wie man will, da es den auf ihn 
wirkenden ICräften in seiner Bahn folgen muß. Zwar könnte man 
sich das Bewegliche mit einer unendlich kleinen, starren, glatten 
Kugel verbunden denken, ferner an Stelle der Kurve eine unendlich 
dünne, absolut glatte Röhre annehmen und in A und E glatte 
elastische Wände, von denen das Bewegliche elastisch abglitte: dann 
würde sich der Vorgang in der beschriebenen Weise abspielen. In 
der Praxis könnte man streng indes nicht einmal die absolute Glätte 
herstellen. Trotzdem ist man durch derartige mechanische Hilfs- 
vorstellungen, wenn man sie praktisch zu realisieren suchte, doch 
niemals auf einen Widerspruch mit der Erfahrung gestoßen. Das 
ist auch im vorliegenden Fall der sicherste Anhalt für die Richtig- 
keit unserer Schlußweise, wie über- 
haupt die Übereinstimmung mit der 
EIrfahruDg doch immer der letztis und 
beste Prüfstein für unsere mechanischen 
Deduktionen bleibt. — 

Bei der gegebenen Definition der 
Kräftefunktion erschien die Kraftkom- 
ponente als partielle Ableitung der 
Kräftefunktion nach der betreffenden Fig. 4. 

Koordinate. Man kann den Begriff der 

Kräftefunktion aber auch dahin verallgemeinern^ daß die Kraft als 
partielle Ableitung der Kräftefunktion nach einer beliebigen Richtung 
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im Raum erscheint. Daza denken wir uns durch Punkt Ä eine 
beliebige Gerade k gelegt (vgl. Fig. 4) und erhalten durch Projektion 
der Kraft ^ 5 = P auf ^ * für die Komponente ^ C= Ä' der Kraft P 
in der Richtung k den Wert: 

K = Pcos (P, k) 
oder: 

K r= P cos (P, x) cos [k, x) + P cos (P, y) cos (*, y) + Pcos (P, z) cos (*, z) 

oder: 

(13) Ä'= -^— co8(i,ar) + _^-^co3(*,y) + -^cos(*,z). 

Diese in einer beliebigen Richtung Ä k wirkende Kraft ist aber 
nichts anderes als der Differentialquotient der Kräftefunktion ^ ge- 
nommen nach dieser Richtung im Raum. Um das zu zeigen, sei F 
der Wert der Kräftefunktion in Punkt A. Geht man nun in der 
Richtung Ä k, nach welcher der Differentialquotient genommen werden 
soll, um ein unendlich kleines Stück AD ^ x weiter, so wird in 
diesem Punkt B die Kräftefunktion nur einen von F unendlich 
wenig verschiedenen Wert F' haben und mithin wird der Differential- 
quotient von F nach k: 

dv ,. V'-V 
-^r- = um , 

was also gewissermaßen eine neue Definition der Kräftefunktion ist, 
die aber der früher gegebenen X= öA^/öar vollkommen entspricht 
und nur eine Verallgemeinerung derselben ist. Um diesen. Diffe- 
rentialquotienten zu berechnen, müssen wir F' bestimmen und 
brauchen dazu nur in dem für Punkt A gültigen Wert F^F{z,y,z) 
statt X, y, z die Koordinaten des unendlich benachbarten Punktes 2> 
zu substituieren: 

Nun sind aber |, iy, f bezüglich parallel zu x, ?/, z und x hat die 
Richtung von k, so daß: 

I = xcos(x,|) = xcos{k,x), 
17 = X cos {x, fj) = X cos (Ä, y) , 

f = X cos (x, £) = >^ cos {k, z) , 
also: 

F' - r= xcos(Ä,;r)-|J + xcoB{k,y)^^ + xcos{k,z)^^ + ... 
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ist. Dividiert man durch x und geht zum Grenzwert üher, wobei x 
gegen Null konvergiert und demnach die höheren Glieder der Taylob- 
sehen Entwicklung fortüaUen, so folgt: ^ 

(14) -dk^}^,—^ C08(Ä,^)-^ + C08(Ä,y)-^+C08(Ä,z)-^. 

Der Vergleich mit (13) zeigt, daß also faktisch die nach einer ganz 
beliebigen Richtung k wirkende Kraft K gleich der. Derivierten der 
Eräftefunktion genommen nach dieser Richtung ist: 

(15) jr=4r.. 

Dies auf geometrischem Wege veranschaulichte Resultat könnte 
man analytisch dadurch ableiten, daß man ein neues Koordinaten- 
system OK', OL, OL' einführte, das parallel wäre zuKk und den 
beiden in A errichteten Senkrechten auf y/A, und dann an Stelle 
von X, y, z die Koordinaten h, /, l' bezüglich dieser neuen Achsen ein- 
führte. Die Beziehungen zwischen z, y, z einerseits und A, l, V 
andererseits sind gegeben durch die Relationen: 

X = Ä cos (A, a:) + / cos (Z, x) + V cos (/', X) y 
y = Äcos(A,y) + Zcos(/,y) + /'cos(/',y), 

z = Acos(A,2) + Zco8(/,z) + /'co8(r,2:). 

Nun ist: 

bV _ bV bx , bV by , bV bx 



bk bx bk by bk bx bk 

Durch die DiflFerentiation folgt aber aus vorstehenden Gleichungen: 

-^ = cos(A,a:), ^ = co8(/^y), -^ = cos(A,z), 
mithin: 

-Wie- ^ -Tx- ^^^ (*' "^^ + "07 ^"^^ (*'y) + "öT "^^^ ^*' ^) ' 

das ist aber wieder Gleichung (14). 
Die Tatsache, daß: 

= X und ebenso -x-r- = K 



bx bk 

ist, hat zu einer weiteren Verallgemeinerung des BegriflFes der 
Kräftefunktion geführt^ indem nach der letzteren Gleichung an 
Stelle der rechtwinkligen auch beliebige andere Koordinaten, wie 
Polarkoordinaten, oder Zylinderkoordinaten, oder elliptische Koordi- 
naten, mit einem Wort also auch die LAaBANOEschen „generali- 
sierten" Koordinaten: /?, , p^y /'s • • • treten können. Dann ist 
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auch die Kräftefunktion als eine Funktion dieser verallgemeinerten 
Koordinaten zu betrachten: 

und ihr Zuwachs repräsentiert auch jetzt wieder die geleistete 
Elementararbeit : 

.T, dV , , dV , , dV , , 
^'^^ ^^^> + "077^^^ + "ö^^^« + • • • 
Ebenso repräsentieren dVjdp^ = P^ usw. die „generalisierten Kräfte**, 
d. s. die Kräfte, welche die Koordinaten p^^ 7^2 •• • ^^ vergrößern 
streben. Doch ist festzuhalten, daß diesen generalisierten Kräften 
nur dann die Bedeutung von eigentlichen Kräften im ursprünglichen 
Sinne zukommt, wenn die Koordinaten eigentliche Linien sind. So 
bezeichnet z. B. bei Polarkoordinaten öT/ör = Ä noch eine wirk- 
liehe Kraft, hingegen dVIdd- ein „Moment'*.^) Man ist in der Ver- 
allgemeinerung aber noch weiter gegangen in der theoretischen Physik. 
Hängt z. B. die Arbeit, die ein Körper leistet, von beliebigen ganz 
unabhängigen Variabein ab, wie z. B. von seinem Wärmeinhalt to, 
seiner Elektrizitätsmenge e usw., so kann man oft F ausdrücken als 
Funktion 'der generalisierten Variabein und dieser weiteren Variabein: 

Dann wäre z.B. dVjde = E als diejenige Kraft zu betrachten, 
welche die Elektrizität in den Körper zu treiben sucht So gelangt 
man zum Begriff eines elektromagnetischen, eines thermodynamischen 
Potentiales, die aber nur übertragene Begriffe sind, mit denen wir 
uns im folgenden nicht beschäftigen werden. Den Begriff des 
Potentiales selbst werden wir erst im folgenden Kapitel durch 
Spezialisierung der Kräftefunktion für das Newton sehe Gravitations- 
gesetz erhalten und beschäftigen uns in diesem Kapitel zunächst 
noch weiter mit der Kräfte funk tion. 
Das Integral der lebendigen Kraft: 

hat im Falle, daß keine Kräftefunktion vorhanden ist, nur dann eine 
reale Bedeutung, wenn die Integration der rechten Seite wirklich 
ausführbar ist. Um dieselbe leisten zu können, müßten die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung für diesen FaU schon soweit inte- 
griert sein, daß die Koordinaten als Funktionen einer einzigen 



') Vgl. BoLTZMANNS, Ableitung der LAQRANOESchen Bewegungsglcicbungen. 
Vorlesungen über die Prinzipe der Mechanik, II, § 6 und § 11. 
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Variabein erscheinen. Im allgemeinen Fall leistet also das Prinzip 
der lebendigen Kraft nichts für die Integration der dynamischen 
Grundgleichungen, da es dieselbe bereits voraussetzt. Ebenso ver- 
hält es sich auch in dem speziellen Fall, der freilich in der Natur, 
wo nur Zentralkräfte zu herrschen scheinen, der allgemeinere ist, 
nämlich dem Fall, daß eine Eräftefunktion existiert und diese nicht, 
wie zuvor angenommen, eine Funktion der Koordinaten allein ist, 
sondern auch die Zeit noch explizite enthält. Nehmen wir also an, 
daß die auf einen materiellen Punkt A wirkenden Kräfte von irgend- 
welchen äußeren Ursachen herrühren, die sich selbst mit der Zeit 
verändern, so wird die Kräfbefunktion mit der Zeit gleichfalls eine 
andere. Für irgend einen bestimmten Moment ist: 



(16) 



x = 


er cPx 
8x =*" -d?- 


Y = 


dV d*y 
dy ~ dt* 


Z = 


dV d«» 



Für einen anderen Zeitmoment hingegen wird, da die Körper, welche 
auf den Punkt wirken, eventuell ihre Position geändert haben, F 
einen anderen Wert haben, indem es auch eine Funktion der Zeit 
geworden ist; d. h. es wird die Zeit nun auch noch explizite ent- 
halten, die es implizite natürlich stets enthält: 

r^ F{x,y,z,t). 

So wird z. B. das Potential des Mondes auf die Erde infolge der 
Mondbewegung auch eine Funktion der Zeit sein. Die Gleichung 
der lebendigen Kraft folgt wieder durch Multiplikation der Glei- 
chungen (16) bezüglich mit dx, dy, dz und Addition: 

m (-J^ dx + ^fdy + -Jf rfz) = Xdx + Y dy + Zdz 
oder: 

dx + -^— dy + -r— dz . 



i 2 / "" dx 



bx dy ^ dx 

Jetzt ist indes die Größe der rechten Seite nicht mehr der totale 
Zuwachs von F in der Zeit dt Denn dieser wii*d jetzt dadurch 
bediiigt, daß erstens x, y, z bezüglich um dxj dy, dz wachsen, daß 
aber zweitens auch noch t um dt wächst, indem die wirkenden 
Körper ihre Positionen mit der Zeit verändern, so daß jetzt: 

^r öF , , ÖF , , ÖF , ^ ÖF ,^ 
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also * 

^^*^J dt dt ^ dx dt ^ dy 'dt ^ dx dt ' 

folglich die lebendige Kraft: 

(") ^-/(4f-4f)^'+- 

und mithin: 

ist. 

Faßt man nun die Kräfte als das in der Natur Gegebene auf 
und das Potential nur als das aus ihnen Fließende, so müßten, um 
das Integral der lebendigen Kraft der rechten Seite von (17) jetzt aus- 
führen zu können, nach (1 7 a) die Kraftkomponenten X, Y, Z und V, 
d. h. wieder x, y, z als Funktionen der Zeit bereits gegeben sein, 
so daß das Prinzip also auch in diesem Fall nichts für die Integration 
der mechanischen Grundgleichungen leistet 

Ist hingegen, wie zu Anfang angenommen wurde, bloß: 

so ist: 

Z — F =s const 

und das Prinzip der lebendigen Kraft liefert wirklich ein Integral. 

§ 2. NlTsaufläohen und Kraftlinien. Die Laplacesohe Difforential- 
glelohnng for die Kraftefunktion aU Kraftlinienbedingnng. 

Sei ÄE^ds das von dem materiellen Punkt in der Zeit cf ^ 
beschriebene Wegelement (vgl. Fig. 4) und sei 8 die Komponente 
von P in der Richtung ds^ so ist der Zuwachs der lebendigen Kraft 
in der Zeit dt nach § 1 Gleichung (9): 






Sds = -^ — ds. 

08 



Also ist einerseits: 

mc? mcli C dV 



!? mci r ö K . 



2 

andererseits, wenn F^ der Endwert und F^ der Anfangswert von 7 ist: 

= r — r 



mc^ mej 



mithin : 



/ 



da • 0* 



§8] 
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Indem man zar geometriBchen Vorstellung eine beliebige endliche 
Bahn A^ Ä^ in unendlich yiele Elemente geteilt und in jedem der 
unendlich benachbarten sukzessiven Punkte 
Ä^, A^, A^ . . . die Komponente bestimmt 
denkt^ die in der Bichtung des Weges wirkt 
(vgL Fig. 5), wird die gesamte von dem mate- 
riellen Punkt während des Weges A^ A^ ge- 
leistete Arbeit: 




/ 



Fig. 5. 



8ds = lim . {iS, A^ A^ + S^A^A^ + .. .} 



Nun ist ja die Eräftefunktion nach der Voraussetzung eine 
Funktion der Koordinaten: 

Setzt man diese Funktion gleich einer Eonstanten F = (7^ so resultiert 
eine Gleichung zwischen jr^ y, z, die allgemein eine Fläche repräsentiert; 
so bezeichnet beispielsweise die spezielle Relation x* + y* + z* = r* 
eine Eugelfläche. Auf dieser ganzen Fläche muß offenbar, eben weil 
man sie dadurch erhalten hat, daß V einer Eonstanten gleich gesetzt 
wurde, die Eräflefunktion überall denselben konstanten Wert C haben 
und deshalb bezeichnet man sie als eine Niveaufläche. 

Die Eonstante C kann dabei natürlich beliebig gewählt und 
daher für sie auch der Wert angenommen werden, welchen die 
Eräftefunktion gerade in dem beliebigen Punkt A mit dem Eoordi- 
naten ar^, y^, z^ hat, der C^ sei. In 
diesem Falle genügen die Eoordi- 
naten vom A der Gleichung: 

Man kann schon a priori schließen, 
daß dieEraft AB stets senkrecht auf 
der Fläche MN steht (vgl. ITig. 6). 
Denn denkt man vom Punkt A irgend 
eine Bahn beschrieben, die ganz auf 
der Niveaufläche liegt, so ist: 



mc\ 



mci 




1 ""^0 /O /> f\ 

2 ^ - ^ - h ="» 

d. h. die lebendige Eraft bleibt konstant, wenn sich der Punkt be- 
liebig auf der Niveaufläche bewegt. Das ist aber nur möglich, wenn 

BuoHHOLZ, Angewandte Mtthematlk. 2 
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die Kraft senkrecht auf der Bewegungsrichtung steht. Indes kann 
man dies Resultat auch wie folgt ableiten. 

Bezeichnet r eine zur NiTeaufläche tangentiale Richtung und T 
eine in dieser Richtung wirkende Kraft, so ist: 

(1) ^= Ir- 

Geht man nun in der Richtung r vom Punkt A zu einem unendlich 
benachbarten Punkt D über, so liegt AD in der Potentialääche, 
da ^T Tangente ist, und folglich ist: 

dj ~^ ÄD " AD 

Diese Gleichung ist nur erfüllt, wenn cos (r, P) = 0, d. h. -^ (r, P) = 90® 
ist, d. h. die Kraft muß normal zur Niveaufläche gerichtet sein. 
Mithin ist die gesamte in Punkt A wirkende Kraft: 

(2) ^ = 1- 

und dieser Differentialquotient ist also so zu verstehen, daß man sich 
auf der Normalen das unendlich kleine Stück ^J? = v denkt, in dessen 
Anfangspunkt A der Wert der Kräftefunktion F, und in dessen End- 
punkt J? dieser Wert V sei; dann ist: 

p=^^=iimJ:^^, 

während die nach einer beliebigen Richtung Ak wirkende Kraft: 

JT = P cos (n, h) = -^— cos (n, k) 

ist. 

Man erkennt leicht, daß die Normale zur Niveaufläche diejenige 
Richtung ist, nach welcher sich die Kräftefunktion am stärksten 
ändert, so daß die Änderung der Kräftefunktion in Richtung der 
Normalen ein Maximum ist, während sie in Richtung der Tangente 
Null ist Zum Beweis fassen wir auf einer beliebigen Richtung Ak 
durch A das Stück AF =^ AE =^ v ins Auge (vgl. Fig. 6) und es sei 
der Wert der Kräftefunktion in F und E beziehungsweise V" und V\ 
Dann ist die Kraft: 

P = -^ - = hm ^ , AT = a , = liDtt . 

Femer ist auch: 

K = Pcos(n, A), 
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also: 

lim ^ = Pco8(n,Ä), 



K" 


— 


Gx 




V 




F" 


— 


<7. 



lim L = lim I ^ j cos (n, ä) . 

Dabei ist V" — C^ die Änderung der Kräftefunktion, die stattfindet, 
wenn man in der Richtung Ak um das Stück v fortgeht, und V — C^ 
die Änderung, welche folgt, wenn man in Richtung der Normalen 
um das Stück v weitergeht. Da auf Grund letzterer Gleichung die 
Differenz V — C^ größer ist als V" — Cj, so ist ganz allgemein die 
Änderung der Ejräftefunktion in Richtung der Normalen stets größer, 
als in einer beliebigen andern Richtung und innerhalb der Fläche 
selbst ist sie Null, da: 



Öl 

ist. 



Ö' AD^^ ^^ 




Zu den Niveauflächen in einem gewissen Gegensatz stehen die 
Kraftlinien. Es sei MN eine Niveaufläche im Durchschnitt gezeichnet 
(vgl. Fig. 7), und ferner sei AB die Richtung 
der Kraft in Punkt A, BC ihre Richtung in 
Punkt B, CD diejenige im Punkte C usw. 
Dann wird, wenn man diese Stücke als un- 
endlich klein betrachtet, beim Grenzübergang ^ ä-J^ ^ >^' 

der Inbegriff aller dieser kleinen gebrochenen 
Linienstücke eine Kurve, welche als die 
Kraftlinie des Punktes A der Niveaufläche 
bezeichnet wird, die auch auf allen sukzessiven Fig. 7. 

folgenden unendlich benachbarten Niveau- 
flächen senkrecht steht, weil dies bei der Kraft der Fall ist Be- 
zeichnet man nun mit ar, y, z die Koordinaten von Punkt A und 
geht in der Niveaufläche um das unendlich kleine Stück AA* vor- 
wärts, so erhalten die drei Koordinaten die Zuwächse dx, dy^ dz, 
welche die Gleichung erfüllen: 

da die Kräftefunktion für die Punkte A und A', die derselben 
Niveaufläche angehören, denselben Wert V hat. 

Seien femer d^,dfj,d^ die Zuwächse, welche die Koordinaten 
X, y, z erhalten, wenn man in Richtung der Kraftlinie von Punkt A 
um das unendlich kleine Stück v, das in die Richtung der Normalen 
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fällt, weitergeht, dann sind die Projektionen des Linienelementes » 
auf die x,j/, z-Aclise gleich: 

|rf| = C COB (n, J:) , 
d^ = vcoB{n,y), 

Da aber die Niveaufläche die meichung Ft= C hat und die Rich- 
tung der Normalen an diese Fläche durch die drei Relationen be- 
stimmt ist: 



(4) 



wobei : 
(4 a) 



»(»,!,)_ ß-j-, 



.»K.)-fi-° 



Konstante C e 
barteo stets v 



werden die Gleichungen (3): 

* ö« 

an = V ii ^ , 

oy 
oder in Proportion geschrieben: 

Die Zuwächse, welche die Koordinaten erfahren, 
wenn man in Hichtung einer Kraftlinie weitergeht, 
verhalten sich also wie die Kräfte. Nun nehmen 
wir an, es sei eine ganze Schar unendlich benach- 
barter Niveaufläcben gegeben [vgl. Fig. 8), die wir 
in der Art entstanden denken wollen, daß die 
er solchen Niveaufläche beim Übergang zur benach- 
I dieselbe Grüße s gewachsen sei, so daß wir in: 
V=C 

F=C+2s 
F=C+3e 
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die Gleichungen aufeinanderfolgender Niveauflächen haben. Diese 

Vorstellung gibt ein besonders anschauliches Bild der Kraft, sowohl 

hinsichtlich ihrer Sichtung wie auch bezüglich ihrer Größe. Denn 

in irgend einem Punkt einer beliebigen Niveaufläche ist die Richtung ' 

der Kraft, wie bereits gezeigt, senkrecht Von der Größe der Kraft I 

aber erhält man eine Vorstellung durch Hinzuziehung der zuvor 

definierten übrigen Niveauflächen. Sei nämlich der Wert der Kräfte- j 

funktion in Punkt A einer Niveaufläche gleich V^ und in Punkt B 

einer unendlich benachbarten Niveaufläche gleich ^, so ist, wenn 

der Abstand AB '=^v \%i\ 

(6) p==_^Jl_^ = i_, 

da ja V^^C und Vj^^C-^t ist. Die Größe der Kraft ist bei der 
gemachten Voraussetzung mithin stets verkehrt proportional 
dem Abstand der einen Niveaufläche von der anderen; die 
Kraft P also größer an solchen Stellen, wo die Niveauflächen enger 
benachbart sind und kleiner an weiter voneinander entfernten Stellen, 
z. B. in Punkt 6 (vgl. Fig. 8) kleiner als in Punkt A, 

Das entworfene Bild der Kraft ist zunächst rein theoretisch, 
da < unendlich klein angenommen ist. Denkt man aber dem € einen 
bestimmten, im übrigen beliebigen Wert znerteilt, so kann man diese 
Konstruktion wirklich benützen, sich in gewissen Fällen ein Bild 
von der Sichtung und Größe der in einem beliebigen Punkt wirkenden 
Kraft zu machen. Da, wie wir gesehen, die Kräftefunktion eine 
Arbeit repräsentiert, deren Dimension Kraft mal Länge ist, und da 
die Dimension einer Kraft allgemein: 

Dim. JT = ^ 

ist, so ist die Dimension der Kräftefunktion: 

Dim. r=^^. 

Wählt man im Sinne der Mechanik als Längeneinheit den Zenti- 
meter und als Krafteinheit das Dyn^), so wird die Dimension der 

Kräftefunktion: 

Dim. F = Dyn . cm. 

Nun denken wir uns eine ganze unendliche Schar von Niveau- 
flächen und zugehörigen Kraftlinien (vgl. Fig. 9), die als senkrechte 



') BoLTZHANK, Vorlesungen über die Prinzipe der Mechanik, I, § 28. 
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Transversalen (senkrecht zu jeder der sukzessiven Niveauflächen) die 
in der Figur angedeutete Eurvenform haben. Diese Kraftlinien ver- 

sinnlichen direkt die Richtung der Kraft P. 
Um für die Häufigkeit und Art ihres Auf- 
tretens im Raum eine allgemeine Bedingung 
zu erhalten, denken wir uns ein unendlich 
kleines Flächenstück ^ i^' einer Niveaufläche, 
dessen Flächeninhalt co sei, so daß P.co ein 
unendlich kleines Produkt bedeutet An einer 
Stelle der Niveaufläche, wo die Kraft P«! 
ist, denken wir uns nun ein unendlich kleines 
Flächenstück ^ aus der Niveaufläche heraus- 
geschnitten und lassen durch dieses nur eine einzige Kraftlinie hin- 
durchgehen. Dann gehen durch das Flächenstück (o an dieser 
Stelle (oj^ dieser Kraftlinien. Wenn wir nun annehmen, daß die 
Anzahl dieser Kraftlinien, die an einer Stelle, wo die Kraft P nicht 
gleich eins ist, durch ein Flächenelement von gegebener Größe 
gehen, der Kraft P und f proportional sind, so ist die Anzahl der 
durch das Flächenelement w gehenden Kraftlinien: 




Fig. 9. 



91 = 






wobei dieser Quotient von zwei unendlich kleinen Größen eine end- 
liche Größe repräsentiert Dabei nehmen wir an, daß sowohl an 
jeder Stelle einer und derselben Niveaufläche, wie auch an allen 
Stellen sämtlicher übriger Niveauflächen, also überall im Raum, 
e denselben Wert besitze. Sinn, Richtung und Dichtigkeit der Kraft- 
linien anzugeben, sind wir jetzt imstande. Zunächst wird: 




P^l 



« 



CJ 



Fig. 10. 



wobei f konstant und St/w die durch die Flächen- 
einheit gehende Anzahl von Kraftlinien ist Nach 
den gemachten Voraussetzungen gibt die Häufig- 
keit der Kraftlinien ein Bild der Intensität der 
Kraft. Die ganze Betrachtungsweise bleibt aber 
auch dann noch gültig, wenn die Kraftlinie schief zum Flächen- 
element Q> steht. 

Um das zu zeigen, denken wir uns den senkrechten Quer- 
schnitt 07 einer von Kraftlinien gebildeten unendlich dünnen Röhre, 
so daß also Px « ist; ferner den beliebigen Querschnitt«', Dann 
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ist die auf u/ senkrecht stehende Komponente K der Kraft P (vgl. 

Fig. 10)>): 

^«Pcos(P,Z). 

Nun ist aher a? die Projektion von a/ auf 07 : 

ö) = cö' cos (ß>, (o) . 

und da P J_ ö> und K ^^o^ steht, also der Winkel der Geraden P 
und K gleich ist dem Winkel der Ebenen co und 0)': 

6> s=s o>'cos(P, AT), 
so wird: 

^ ^ cü'cos(P, A) ' 

und demnach: 

Das ist die Intensität der in einer beliebigen Richtung auf Punkt Ä 
wirkenden Kraft. Für den Fall, daß w JL 0?', wäre ir=0. In der 
Praxis könnte man z. B. oi s 1 qcm gesetzt und an der Stelle, wo 
die Kraft gleich 1 Dyn ist, durch diesen Quadratzentimeter 20 Kraft- 
linien gehend denken; dann wäre f = ^ao» ^^^® ^^® Kraft 2 Dyn, 
so wäre f = Y40 ^^^• 

Bezeichnen ferner |, iy, f die laufenden Koordinaten einer Kraft- 
linie, so besteht nach dem früher Dargelegten einerseits für jede 
Stelle derselben die Relation: 

(7a) diidfjid^^ ^ . ^ — . — ^^ 

Diese Proportion können wir, da für die betrachtete Stelle Punkt |, iy, Li 
mit Punkt x, y, z zusammenfällt, auch schreiben: 

(7b) di:dv:d^^^^^--:^^^'^J-^-ff'^^' . 

Diese Differentialgleichungen bestimmen die Gleichung der Kraft- 
linie und ihre Integration ergibt zwei willkürliche Konstante, die 
den Punkt eindeutig charakterisieren, durch den die Kraftlinie geht 
Anwendung finden diese Betrachtungen in der Elektrizitätstheorie. 
Für zwei Nordpole z. B. von der Stärke iV und N' wäre die Aqui- 
potentialfunktion : 

= konst. 

r r 



^) Dann kann man K= AG gerade durch die Mitte von cu gehend denken, 
denn wo man den Angriffspunkt der Kräfte sich denkt, ist gleichgültig. Um 
die Kräfte zu erhalten, muß man nur in das Feld eiue Masse eins gebracht 
denken, und wo diese liegt, ist dann der Angriffspunkt der Kraft. 
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Sachte man jetzt die Kraftlinien» so wären die genannten Difle- 
rentialgleichungen zu integrieren. 

Wir wenden uns jetzt noch der Betrachtung der allgemeinen 
mechanischen Grundbedingung zu, welche das Auftreten der Kraft- 
linien überhaupt charakterisiert Offenbar können im Raum stets 
entweder Kraftlinien vergehen oder entstehen^ oder es kann auch 
keiner der beiden Fälle eintreten. Wir fragen allgemein nach der 
Bedingung dafür, daß im Raum Kraftlinien weder auftreten noch 
verschwinden. Um diese Frage zu entscheiden, denken ^Yir uns ein 
unendlich kleines rechtwinkliges Parallelepiped mit den Kanten e^^/9,/, 
die den Achsen x, y^ z eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
parallel laufen, und nehmen an, der Raum sei kontinuierlich mit 
Niveaufiächen und Kraftlinien erfüllt Dann ist offenbar die durch 
die linke Seitenfläche des Parallelepipeds hindurchgehende in dasselbe 
eintretende Anzahl von Kraftlinien allgemein: 

Da aber K seiner Definition nach die Komponente der Gesamt- 
kraft P nach einer auf dem Flächenelement 07' senkrechten Richtung 
ist, so geht, wenn w' die zur a:- Achse senkrechte Fläche ßy ist, 
K über in die Komponente X der Gesamtkraft in Richtung der 
JT- Achse. Daher ist: 

Die durch die rechte Seite austretende Anzahl von Kraftlinien ist also : 



«« = |(^+Tf«)^y- 



Ebenso ist die durch die hintere Seitenfläche in das Parallelepiped 
eintretende Anzahl von Kraftlinien: 

und die durch die vordere Seitenfläche austretende Anzahl: 

Und schließlich ist die durch die untere Fläche eintretende und 
durch die obere Fläche wieder austretende Anzahl von Kraftlinien 
bezüglich gleich: 

«, = \Zaß, 



^^-{['-^'ölrVß' 
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Die Anzahl derjenigen Kraftlinien^ welche mehr austreten als ein- 
treten, die mithin ihren Ursprung im Parallelepiped selbst haben^ 
ist also: 

Ist dieser Ausdruck positiv, so müssen mehr Kraftlinien austreten 
als eintreten, und folglich müssen Kraftlinien im Parallelepiped 
ihren Ursprung nehmen; ist ü negativ, so müssen weniger Kraft- 
linien aus dem Parallelepiped austreten als in dasselbe eintreten, 
d. h. es müssen Kraftlinien in demselben enden; ist U^O, so können 
Kraftlinien im Parallelepiped weder enden noch ihren Ursprung 
nehmen. Die Bedingung dafür, daß alle in das Parallelepiped ein- 
getretenen Kraftlinien aus demselben wieder austreten, ist mithin, 
da of, ßy Y ^^^ C nicht Null sein können: 

oder mit Hinblick auf die Definitionsgleichungen der Kräftefunktion V'. 

y. dV V dV „ dV 

A = -5-—» -* = -5 — > ^ = -, — 1 

ox oy ax 

auch: 

Ä« TT fit Y fit Y 

Das ist aber, wie wir später, von ganz anderen Gesichtspunkten 
ausgehend, sehen werden, die LAPLACEsche Differentialgleichung für 
das Potential, die sich mithin auch als Bedingung dafiir auffassen 
läßt, daß im Raum Kraftlinien weder entstehen noch vergehen, 
sondern daß sie unbegrenzt überall weitergehen. Die Voraussetzung 
dabei ist, daß die Kraft P der durch die Flächeneinheit gehenden 
Anzahl von Kraftlinien proportional ist, eine Voraussetzung, die, 
wie leicht zu sehen, für das NEWTONSche Gravitationsgesetz 
erfüllt ist. 



§ 3. Darstellnng der Kräfte als Dmokkomponenten einer Elüssigkeit. 

Die bisher betrachteten, auf einen beliebigen Punkt wirkenden 
und beliebig entstanden gedachten Kräfte kann man sich auch durch 
den in einer Flüssigkeit herrschenden Druck hervorgebracht denken. 
Dazu wollen wir in dem beliebigen Punkt Ä der Flüssigkeit als 
Eckpunkt zunächst ein unendlich kleines, festes Parallelepiped mit 
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den Kanten cc, ß, y annehmen und als Druck, der in der Flüssigkeit 
auf die Flächeneinheit wirkt: 

Dann wirken auf das Parallelepiped infolge des Druckes der um- 
gehenden Flüssigkeit, wie leicht zu sehen ist, in der Tat nach den 
drei Achsen dieselben Kräfte, welche nach der Lehre der schein« 
baren Femwirkung in Wirklichkeit auf Punkt A nach den drei 
Achsen wirken, und die partiellen Ableitungen der Kräftefunktion sind« 
Denn auf die linke Seitenfläche des Parallelepipeds wirkt von links 
nach rechts der Druck pßy und auf die rechte pßy + {dpfdx) ccßy. 
Die gesamte durch den Druck der Flüssigkeit erzeugte, in Richtung 
der or-Achse auf das Parallelepiped ausgeübte Kraft ist also: 

pßy^[pßy + ^aßy]^X. 

Durch Differentiation von (1) aber folgt; 

dp ^ i_ ÖJT 

dx "" aßif dx 

Also in der Tat, analoge Gleichungen gelten für y und z: 



(2) 



dp o ö F f 

dx ' ' dx 

dx * ' dx 



In dieser Weise können alle Kräfte, die eine Kräftefunktion be- 
sitzen, also auch die fern wirkenden Kräfte des Potentials, das wir 
im nächsten Kapitel kennen lernen werden, durch den Druck einer 
Flüssigkeit versinnlicht werden. 

Der gegebene Beweis ist jedoch nur von relativem Wert, da 
er bloß für die drei aufeinander rechtwinkligen Eichtungen der 
ar, y, z- Achse, nicht aber für eine beliebige, schiefe Richtung geführt 
ist. Man kann ihn jedoch dadurch für eine beliebige Richtung ver- 
allgemeinern , daß man sich in der Flüssigkeit um Punkt Ä als 
Zentrum eine unendlich kleine materielle Kugel denkt, die mit Ä 
fest verbunden ist, und für den Druck, welcher in der Flüssigkeit 
auf die Flächeneinheit wirkt, den Wert setzt: 

wobei a der Radius der Kugel ist. Diese Kugel denken wir uns 
zur Versinnlichung in endhchem Maßstab gezeichnet (vgl. Fig. 11) 



§-3] 
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Fig. 11. 



und durch ihr Zentrum A drei Parallelen x'yy',z zu den x,y,r-Ach8en 

gelegt. Denkt man sich weiter durch den beliebigen Punkt B der 

Eugeloberfläche und durch Punkt C^ den Schnittpunkt der ;r'- Achse mit 

der Eugeloberfläche, einen größten 

Kreis gelegt und yon Punkt B die 

(perspektivische) Senkrechte B B 

auf die or'-Achse gefällt^ so ist 

BB ^ asmd"^ die Koordinaten 

Yon Punkt B aber werden, wenn (p 

der Winkel von BB mit der 

z- Koordinate von B ist, während 

19- der Winkel von AB mit der 

X-Achse ist: 

X r= X + (TCOSt?*, 

y ' = y + ö" sin i^* sin qp , 
a^ -= z -\- <T%\u& cos (p . 

Nun kann man ein unendlich kleines Flächenelement auf der Kugel 
in der Weise konstruieren^ daß man erstens (p als konstant be- 
trachtet und d- um dO- wachsen läßt, wodurch man von Punkt B 
nach Punkt E gelangt. Dann wird der Bogen BB ^ ad&. Man 
kann aber ip auch auffassen als den Winkel der x z-Ebene mit der 
durch die zwei Linien AB und BB gehenden Ebene und nun 
zweitens (p um dq) wachsen lassen^ bei konstant gehaltenem i?-. 
Dadurch gelangt man von Punkt B zu Punkt F, und es erscheint 
das auf der Kugel gelegene Linienelement BF als das Bogenelement 
eines Parallelkreises (parallel zur y'z'- Ebene), der mit dem Radius BB 
beschrieben ist; mithin ist: 

BF=^ BBdtp = (rmid'd(p. 
Komplettiert man jetzt das Element durch Konstruktion von zwei 
Parallelen durch Punkt E und F, so wird sein Flächeninhalt: 

y = (T* sin 19* d\h d(p . 
Der auf dies Flächenelement wirkende Druck ist mithin: 

V(x + er cos &,y-h<TBin& sin qp, x + a sin ^ co8<p) 



® = <T« sin * rft?- rf^) |C - 



ina' 



1 



Die Komponente dieses in der Richtung von A nach B wirkenden 
Druckes in Richtung der x- Achse ist also: 

®, ^^-^a^sin&d&dtp 

f^ V(x + a cos ^, ^ + a sin t^ sin qp, » 4- er sin t^ cos q>)\ . ^ q. 
O — - - - — — — > COS tt • 

|7ia' J 
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Nach dem Taylor sehen Satze ist aber: 

F[x + <r cos ö', y + (7 sin ß-Birxtp, z + g sin ß- cos (p) = V{x,yy z) 

+ -5 — G cos & + -^ — (T sm 17- sm /» + -^ — <t sin & cos op + . . . 

Setzt man diesen Wert im Ausdrack von ®^ ein und integriert 
denselben über die ganze Kugel, wobei x, y, z als Koordinaten des 
JUittelpunktes für alle Werte der Integrationsvariabeln konstant sind, 
so ergibt sich für die in Richtung der ar-Achse auf die ganze Kugel 
wirkende Kraft: 



(4) 



+ 



l dV 



u 
n 2n 



\n dx 



f jcos* & sin & d& dtp 



+ 



dV 




n 2n 



^n dy 



j I cos & sin* d- sin <p d(f> 



+ 



1 dV 




n 2n 



\n dx 



- I fcos & sin* & cos fp dtp 





Diese Integrale sind direkt aasfQhrbar, da die Integration nach (p von 
bis 2 n unabhängig ist von der Integration nach & von bis %. Da: 

2n 

j sin cp dg) = . 
und ebenso: 



Ü 



n 



l COS q> dcp = . 



ist, so verschwinden zunächst die beiden letzten Integrale und man 
erhält: 



X = /-. C + -T^\ <T^.2nfcos & sin {}^d& 





+ 



dV 



j^n dx 



2 71 fcos* !?• sin &d&. 



Setzt man jetzt noch cosi?- = |, also sin d^dß = — ^|, so wird: 

-i -1 



+ 1 



+ 1 
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es verschwindet also auch das erste Integral und man erhält den 
Wert, analoge Werte folgen flir Y und Z: 

(5, X.Pr, y.>J_, ,.-. 

Die X, y, z-Komponenten des gesamten auf die ganze Kugel wir- 
kenden Flüssigkeitsdruckes haben also wirklich dieselben Werte, 
wie die der fern wirkenden Kräfte, welche die Kräftefunktion auf 
Punkt A nach der x, y, r-Achse ergibt, die man sich bei der Kugel 
in jeder der unendlich vielen radialen Richtungen gelegen denken 
kann, während beim Parallelepiped nur die drei Kantenrichtungen 
in Betracht kommen. Dieser Satz gilt jedoch nicht bloß für die 
Kugel, sondern für jede beliebige Gestalt des Körpers überhaupt, 
wenn dieselbe nur klein genug ist, so daß die Differentiale in den 
Gleichungen auftreten. In dieser Weise kann die Kräftefunktion 
durch den Druck einer Flüssigkeit sinnbildlich dargestellt werden 
und die Theorien, welche eine Fern Wirkung leugnen, müssen stets 
ein derartiges elastisches Medium hypostasieren, samt den in ihm 
herrschenden Druckkräften. 



§ 4. Sie Kraftefonktion fdr n Punkte. 

Die im vorhergehenden für einen materiellen Punkt aufgestellten 
Sätze lassen sich direkt auf den allgemeinsten Fall von n materiellen 
Punkten m^, m^ ... m^ mit den Koordinaten ^ii yi> ^i • • • ^„> y„> 2:^ 
übertragen.: Die allgemeinen Bewegungsgleichungen der Mechanik 
sind in diesem Fall: 

Bezeichnen <?i, ^3 • • • c^ die totalen Geschwindigkeiten des 1**°, 2^ . . . 
li^ Punktes, so ergibt sich, indem man die Gleichungen: 

>■=■(#)■+(¥)'+(#)'■ 

bezüglich mit dx^y dy^^ dz^ . . . dz^ durchmultipliziert und addiert, die 
Gleichung der lebendigen Kraft: 

d {^2^ + ^^£ji + . . . + -♦^^•^Ij = Xj dx, + 7, dy^ + ^, rfzj + . . . ZJz^ 
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oder symbolisch: 



t = n t = n 



(2) d ^^f- = ^{X, dx, + 7. rfy, + Z, dz,) . 

i = 1 i = l 

Auch jetzt ist es wieder möglich, daß eine einzige Funktion 
sämtlicher Koordinaten aller materiellen Punkte: 

existiert; die so beschaifen ist, daß: 

ist Wenn eine solche Funktion vorhanden ist, so bezeichnen wir 
sie auch in diesem allgemeinen Fall als Kräftefunktion. Die rechte 
Seite Yon Gleichung (2) repräsentiert dann also den totalen Zuwachs 
dieser Eräftefunktion. Integriert man Gleichung (2) über eine be- 
liebige Zeit t" — t'j wobei c\ , c , . . . cj, die Geschwindigkeiten der 
n Punkte zur Zeit t', und c", c'^ • • • c^' diejenigen zur Zeit t" seien, 
so ergibt sich der Zuwachs der lebendigen Kraft, der während der 
ganzen Zeitdauer der Bewegung eintritt: 

1=1 <=1 1=1 

eine Beziehung, die allgemein gilt, ob eine Kräftefunktion vorhanden 
ist, oder nicht Existiert letztere aber, so wird jetzt ihr totaler 
Zuwachs: 



t = n 



^ ^{X,dx,+ Y,dy, + Z,dz;}, 



also Gleichung (2): 



<=i 



oder integriert: 



d^J^ = dF, 

i=sl 



i=n i=n 

i = l »al 

wobei F" jedoch nur abhängig ist von den Positionen aller Punkte 
zu Ende und F' von denjenigen zu Anfang der Zeit der Bewegung. 
Auch in diesem Fall also ist der Zuwachs der lebendigen Kraft nur 
von den sämtlichen End- und Anfangspositionen aller materiellen 
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Punkte des Systems abhängig, nicht aber davon, wie dasselbe aus 
seiner Anfangslage in seine Ebdlage übergeht 

Umgekehrt, wenn der Zuwachs der lebendigen Kraft nur ab- 
hängig ist von den Anfangs- und Endlagen sämtlicher materieller 
Punkte und nicht vom Weg^ so muß auch im allgemeinen Fall 
von n materiellen Punkten eine Kräftefimktion existieren, d. h. eine 
Größe von den beiden folgenden Eigenschaften: sie muß erstens 
für jede Wertekombination der Variabein ^i, ^i, ^i • • . ^„ einen und 
nur einen Wert haben, während sie eine analytische Funktion nicht 
zu sein braucht; zweitens müssen ihre Ableitungen nach den 
3« Koordinaten die Kräfte ergeben. Der Beweis ist dem früheren 
analog. Man geht aus von ganz beliebigen Werten der Variabein 

li» r?i, ?;...?„ (z. B. Ii = 0, i7j = 0, Ci =0, la V ^i ^2 = 3, 
£"2 = 7 usw.) und zu beliebigen Endwerten derselben über: x^, y^, 
z^ , . , z^ und erstreckt das Integral (3) von diesen Ausgangs- bis zu 
diesen Endwerten. Dabei wissen wir erstens, daß dies Integral / 
gar nicht abhängt vom Weg, sondern nur von den Anfangs- und 
Endpositionen der n Punkte, oder, da erstere konstant sind, vielmehr 
nur von den Endwerten der Variabein. Mit anderen Worten, / hat 
für jede Wertekombination von:Cj, y^, z^. , . z^ einen ganz bestimmten 
Wert, wobei wir dem J noch eine willkürliche Konstante hinzufügen 
können, und somit ist das Integral e/'eine eindeutige Funktion dieser 
Variabein: 

(4) j+c^V, 

f 1 . . . 1^ 

Daß auch zweitens die Ableitungen dieser Größe F gleich den 
Kräften sind, erkennt man zunächst für die X-Komponente^ indem 
man die sämtlichen Variabein bis auf x^ als konstant betrachtet 
und dieses um dx^ wachsen läßt Dann wird: 

dF = X^ dx^ , 
also: 

dV Y 

-dxT - ^1 

und analog für alle übrigen Variabein. Es folgen also in der Tat 
die Definitionsgleichungen der Kräfte als der partiellen Ableitungen 
der Kräftefunktion. 

Schließlich ist leicht zu zeigen, daß, wenn keine dauernde 
Arbeitsquelle vorhanden ist, auch jetzt im allgemeinen Fall stets 
eine Kräftefnnktion existiert, indem man den Nachweis führt, daß 
der Zuwachs der lebendigen Kraft dann stets derselbe sein muß, auf 
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was immer für einem Weg das bewegliche materielle System von 
seinen Anfangspositionen in seine Endpositionen gelangt Denn wenn 
keine besondere Energiequelle vorhanden ist, so kann der Zuwachs 
der lebendigen Kraft nur von den Anfangswerten und Endwerten 
des Systems abhängen. Nimmt man also einen ganz beliebigen 
Anfangspunkt A und einen ganz beliebigen Endpunkt E der Bewegung 
an und ferner, daß es zwei verschiedene Wege w^ und \o^ gäbe, auf 
denen das System von A nach E gelangen könne, auf denen aber 
der Zuwachs der lebendigen Kraft verschieden ausfiele; auf dem 
ersteren Wege sei dieser Zuwachs gleich G und größer als auf dem 
zweiten, wo er den Wert K habe ; dann würde, wenn man sich das 
materielle System vom Anfangspunkt A zum Endpunkt E auf dem 
Wege 10. übergeführt und hierauf aus der Endposition E in die 
Anfangsposition A auf dem Wege w, zurückgeführt dächte (wobei 
die lebendige Kraft um — K zunähme), die Gesamtzunahme der 
lebendigen Kraft G — K werden. Durch Wiederholung dieses Pro- 
zesses könnte also die lebendige Kraft beliebig anwachsen, ohne daß 
dabei eine äußere Energiequelle wirksam wäre, was dem Prinzip der 
lebendigen Kraft widersprechen würde. Wären z. B. zwischen den 
materiellen Punkten bloß innere Kräfte vorhanden (d. h. gäbe es 
keine äußere Energiequelle), so existierte eine Kräftefunktion. Von 
einer Versinnlichung derselben kann indes, da sie 3 n Variable enthält, 
nicht mehr die Rede sein. Betrachtet man aber n — 1 Punkte als 
fest und bloß einen einzigen Punkt als variabel, so kann man die 
auf diesen Punkt x^ , y, , z^ wirkende Kraft wieder darstellen. Der 
Fall, daß bloß ein Punkt beweglich und alle übrigen fest sind, ist^ 
obwohl nur speziell, doch der wesentlichste, und wir gehen nun- 
mehr zu seiner Betrachtung und damit zur eigentlichen Potential- 
theorie über. 



Zweites Kapitel. 

Spezialisierung der Kräflefuniction fQr das Newton sehe 

Gravitationsgesetz: das Potentiai. 

§ 5. Definition des Potentials. Linien, Flächen und Körper-PotentiaL 

• ■ 

Wir nehmen an, es sei ein beweglicher materieller Punkt mit 
der Masse m und den Koordinaten x, y, jr, der sich zu einer be- 
liebigen Zeit ^ in ^ befinde, und ein fester materieller Punkt mit 
der Masse jit und den Koordinaten |, t/. ^ gegeben, der sich zur 
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*/j/« 




'V%i 



(L 



Zeit ^ in jB befinde (vgl. Fig. 12), beide bezogen auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem 0^, 0^, 0^. Den letzteren Punkt wollen 
wir den Fixpunkt nennen, den 
beweglichen Punkt aber stets im 
folgenden kurz als Aufpunkt be- 
zeichnen, weil in den zu behandeln- 
den Problemen die Kräfte gesucht 
werden, die auf Punkt J wirken. Die 
Entfernung zwischen Ä und B sei r. 
Wir nehmen nun erstens an, daß 
auf A bloß eine einzige von B aus- 
gehende Kraft wirke, deren Rich- 
tung diejenige von r sei; in dem pj^ ^2. 
Fall, wo diese Kraft von B weg- 
gerichtet ist, wo also B abstoßend auf Ä wirkt, nehmen wir die 
Kraft mit positivem Zeichen; ist die Kraft dagegen nach B hin 
gerichtet, also eine anziehende, so betrachten wir sie als negativ. 
Zweitens nehmen wir an, daß die Intensität dieser Kraft bloß von 
der Entfernung r abhängt, jedoch in beliebiger Weise, so daß die 
Kraft, die wir, wie in der Mechanik üblich, durch einen Pfeil von 
bestimmter Länge ÄC andeuten, eine ganz beliebige Funktion der 
Entfernung: ÄC^f{r) sei; positiv, weil in der Figur als ab- 
stoßende Kraft gezeichnet. Die Komponente von AC in Richtung 
der X-Achse ist: 

X = f[r) cos [A C, x) = f{r) cos (r, x). 

Durch Projektion von r auf die t- Achse folgt: 

C08(r,ir) = -^^— , 
80 daß die Komponenten der Kraft f{r) nach den drei Achsen: 



0) 



analog: 



X = /-(r) 

r=/-(r).i'-^^ 



Z = f{r) 



r 



sind. Dabei ist also, weil in der Figur die Kraft A C die Ver- 
längerung von r bildet, f[r) positiv. Man sieht, daß wenn der 
Winkel zwischen der positiven r-Richtung und der x- Achse ein 
spitzer ist, die x-Koordinate des Punktes A größer ist als die 

Büchbolz, Angewandte Mathematik. 3 
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jr-Koordinate von Punkt B, d. h. a: > |, also x — | positiv, und 
mithin auch cos (r,ar) positiv. Ist hingegen der Winkel zwischen der 
positiven r- Richtung und der x- Achse ein stumpfer, so ist | > x, 
also ar — I negativ und cos (r, x) negativ. Wir denken uns nun das 
Koordinatensystem stets so gelegt, daß der genannte Winkel ein 
spitzer, sein Kosinus also positiv ist; so daß ganz allgemein bei 
einer abstoßenden Kraft, wo die X-Komponente in Richtung der 
positiven x-Achse fällt, diese Komponente positiv, bei einer an- 
ziehenden Kraft hingegen negativ ist. 

Nun sahen wir im vorigen Kapitel, daß eine Kräftefunktion V 
stets dann existiert, wenn die Elementararbeit gerade das voll- 
ständige Differential dieser Funktion F der Koordinaten ist Um 
also zu entscheiden, ob im jetzt betrachteten Fall eine Kräfte- 
funktion existiert, bilden wir bloß den Ausdruck für die Elementar- 
arbeit. Derselbe wird: 

Xdx + Ydy + Zdz = f[r) (x-^dx^(y-v)dy + (x-^i^dx^ 

Nach Fig. 12 ist aber: 

(2) [x - D» + {y-v? + (z -i)» = r^ 

also differentiiert: 

(g- ^dx + iy-ri ) d y + (x - ?) d x __ ^^ 

r 

Mithin ist jetzt, wenn wir setzen: 



S' 



J(f)dr^if>{r), 
also * 

dfp{r)=.f{r)dr, 

¥ w = m 

der Ausdruck für die Arbeit in der Tat ein vollständiges Differential : 

Xdx+ Ydy + Zdz ^ f[r) dr = d(p (r) 

und somit existiert eine Kräftefunktion F, die so beschaffen ist, daß 
ihr Zuwachs gleich ist der geleisteten Arbeit: 

(3) r=y(r)=J/(r)rfr. 

Die partiellen Ableitungen dieser Funktion V nach den Koordinaten 
sind natürlich wieder die Kräfte; denn weun wir z.B. y und z als 
konstant und bloß x als variabel betrachten, so folgt durch Differen- 
tiation von (2): 

rdr = {x — I) dx, 



§ 5] Zweites Kapitel. Spezialisierang der Kräftefanktion usw. 35 

oder: « - f dr 



also: 



dx 



dV d<p(r) , ., dr ... , x- S y 



mithin: 

(4) -r— = X, -r = J, -r— = Z. 

Fassen wir jetzt den speziellen Fall ins Auge, daß der Fix- 
punkt ß den Aufpunkt m nach dem NEWTOKschen Gravitations- 
gesetz anzieht^ nach welchem die Anziehung zweier materieller 
Teilchen ihren Massen direkt proportional und dem Quadrat ihrer 
Entfernung verkehrt proportional erfolgt^ so ist: 

also: 
oder: 

(5) r= + ^, 

indem wir die Integrationskonstante von vornherein Null setzen 
können, da es auf Ermittelung der Kräfte selbst, welche die Ab- 
leitungen der Hilfsfunktion F sind, ankommt, und deshalb die Eon- 
stante keine Rolle spielt, da sie bei der DifiFerentiation fortfällt. 
Die so definierte Größe F nennt man das Potential der Masse fi 
auf die Masse m, oder kurz das Potential. 

Wären z. B. (jl und m zwei gleichnamige Elektrizitätsmengen, 
so wirkten diese nach dem gleichen Bewegungsgesetz, jedoch ab- 
stoßend aufeinander; in diesem Fall also wäre das Potential negativ: 

(5a) r= ^, 

während zwei ungleichnamige Elektrizitätsmengen anziehend auf- 
einander wirken und für sie das Potential durch den Ausdruck (5) 
gegeben ist. Wäre die Kraft irgend einer beliebigen Potenz der 
Entfernung verkehrt proportional: 

so wäre die Kräftefunktion, die man nur speziell im Fall Newton- 
scher Anziehung als Potential bezeichnet: 

wobei jedoch h nicht gleich 1 sein darf. 
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Analog dem zuvor durchgeführten Gedankengang kann der Fall 
behandelt werden^ daß auf eine bewegliche Masse m mit den Koordi- 
naten X, y, z zwei feste Massen fi^, zur Zeit t in £^ befindlich, 
und fjL^ zur Zeit t in B^ gelegen, wirken. Die Koordinaten von ju^ 
seien Ij, i^i, fj, diejenigen von ju^ seien Ij, <7ji ^2» ^^^® Entfernungen 
von m seien bezüglich r^ und r, und die abstoßenden Kräfte, welche 
sie auf m ausüben, seien AC^=^f^(r^) und ^C^=^f^{r^) (vgl. Fig. 15). 
Dann ist die X-Komponente der ersten Kraft: 

und diejenige der zweiten: 

A;=^,(r,)cos(r3,r)=/i(r,)^^. 

Die in Richtung der ir-Achse auf Punkt Ä wirkende Gesamtkraft 
ist also gleich der Summe der Einzelkomponenten: 

analog: 

Femer ist: 

ffi ('•i) ^^1 = 9>i ('"i) * //i (^2) ^'•2 = T2 (''2) > 
also: 

/l ('•i) '^'i = ^9i (^i)> /i ('•3) ^^2 = ^?'2 W- 

Daß auch jetzt wieder die Elementararbeit ein vollständiges DifiFe- 
rential ist: 

Xdx + Ydy + Zdz « d[sp, (rj + (p,(r,)], 

und somit die Kräftefunktion: 

(8) '^^ 9", W + ?,(»•,) 

existiert, erkennt man durch den Nachweis, daß die partiellen Ab- 
leitungen dieser Funktion V nach den Koordinaten die Kraftkompo- 
nenten ergeben; also: 

nun ist aber: 
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folglich, wenn man y und z als konstant betrachtet und bloß x als 
variabel: 

-^^-^^; analog: -^ - *-:=A 



bx 



Mithin ist in der Tat: 



bx 



o 2f, 




a> 



analog fttr y und z, F also die Kräfte- 
funktion. 

Denkt man sich allgemein 71 feste ' 
materielle Punkte /i^, Ms • * • /^n ^'^ ^^^ 
Koordinaten lii ^7i> ?i • • • |„> «7„> f« auf Punkt m mit den Kräften 
/i (^1) '"fn (O wirken (vgl. Fig. 1 ö), so ist die gesamte Kraft, welche 
in Richtung der x-Achse auf Punkt m wirkt: 



Fig. 13. 






oder: 



(9) 



<=n 



analog : 






{sn 



^-2/;w 



i=L 






»=■1 ^^ 



und die Kräftefunktion: 

(10) 






denn es ist: 



9i[''ii ^ j fi^^y^v 



"" T ä::: r • • • i 



bx 



bx 



bx 



bx 






^, 



also: 



bV 
bx 



»»n 



isn 






Spezialisieren wir den allgemeinen Fall^ daß n feste materielle 
Punkte auf den einen beweglichen Punkt wirken^ für das Newton sehe 
Oravitationsgesetz, so werden die Kräfte: 
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/;w — 



k^nifi^ 



also: 



9i ('•») = 




Mithin ist das Potential: 





(11) 



= k*mU^ 



t=sn 



+ -^ + 



Potentialfunktion 



Tn I jLJ Ti 
' i=l 



Potential 



Die Klammergröße, deren BerechBung das Wesentlichste ist und 
durch Division jeder der wirkenden Massen durch ihre Entfernung 
vom Aufpunkt und Addition aller dieser Quotienten folgt, bezeichnet 
man nach Claüsius im engeren Sinne als die Potentialfunktion. 
Es ist also für ein beliebiges Kraftgesetz die Kräftefunktion 
durch Gleichung (10), für das Gravitationsgesetz das Potential 
durch Gleichung (11) allgemein bestimmt Denkt man sich speziell 
im Aufpunkt die Masse l/A* konzentriert, so wird A*?« =1 und die 
Potentialfunktion mit dem Potential identisch. Die Kraftkomponenten 
aber werden für das NEWTONSche Gravitationsgesetz unter dieser 
Annahme einfach: 



(12) 



bV 



\ — n 



dx 




<=1 


r? 


» 


dV 
dy 


= r. 


i=n 
{«1 






dV 


= z = 


-2'- 


r? 


f.) 

. 



Der Fall, daß die sämtlichen Kräfte auf den Aufpunkt nach 
dem NEWTONSchen Gravitationsgesetz wirken, ist nun der in 
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der Natur weitaus häufigste, und wir werden uns im folgenden 
daher auf seine Betrachtung beschränken. Möglich sind jedoch noch 
andere Wirkungsgesetze. Wäre z. B. die Kraft allgemein : 

80 Würde die Kräftefunktion: 

Für /< =3 1 ist diese Formel jedoch ungültig. Man erhält in diesem 
Fall das sogenannte logarithmische Potential, auf das wir 
später in einem besonderen Kapitel zurückkommen werden: 

(13) r=A»m2^,/(r,). 

Es ist also: 

Y k^mfA 

r 

das Potential der Masse ju auf die Masse m und dasselbe ist eine 
Funktion der Koordinaten des Aufpunktes m. Denn wenn wir uns 
die anziehende Masse fest, den Aufpunkt aber variabel denken, so 
ist klar, daß sich das Potential immer zugleich mit x, y, z ändert 
und folglich eine Funktion von x, ;/, z ist. Daß es auch eine Funktion 
der Koordinaten des anziehenden Punktes ist, kommt dabei nicht 
in Betracht^ da diese Konstanten sind, weil letzterer Punkt fest ist. 

Bei den bisherigen Betrachtungen setzten wir die Anzahl der 
wirkenden Punkte als endlich voraus. Dieselbe kann aber auch 
unendlich werden, und zwar im einfach-, im zweifach- und im drei- 
fach-dimensionalen Gebiet, d. h. die wirkenden Punkte können konti- 
nuierlich erstens eine ganze Linie, zweitens eine ganze Fläche 
und drittens das Innere eines ganzen Körpers erfüllen. Der 
letztere Fall ist der in der Natur häufigste, während die beiden 
erstgenannten eigentlich nur Abstraktionen sind. Unter dieser Vor- 
aussetzung werden die bisherigen Summen 
bestimmte Integrale. 

Wir fassen zuerst den Fall ins Auge, 
von jetzt ab stets das Newton sehe Gravi- 
tationsgesetz vorausgesetzt, daß irgend ein 
Aufpunkt Ä mit den Koordinaten x, y, z ge- p-^ ^^ 

geben und unendlich viele wirkende Massen 

längs einer beliebigen Kurve MN verteilt sind (vgl. Fig. 14). Ist 
dann PQ = ds ein Längenelement dieser Kurve, so ist die gesamte 
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Masse auf diesem Element unendlich klein wie das Element selbst 
und gleich X . ds. Denn wenn sämtliche Längenelemente einer Kurve 
von der . Länge I genau die Beschaffenheit dieses einen Längen- 
elementes ds hätten, so wäre auf dieser ganzen Kurve A konstant, 
und daher wäre die ganze Masse auf dieser Kurve: 



/ dm = j Xdni = k I ds ^ X, 



Es würde sich also auf einer solchen Kurve von der Längen- 
einheit die Masse X befinden, also auf dem Kurvenstück ds die 
Masse Xds. Bildet man diesen Ausdruck für alle Längeu demente 
der Kurve und summiert diese sämtlichen Werte, so folgt die ge- 
samte auf der Kurve verteilte Masse: 



AfJ'^Xds^^: fxds. 



Dabei ist X im allgemeinen endlich, da sonst das Integral selbst 
keinen endlichen Wert haben könnte. Wäre X an gewissen Stellen 
Null, so wäre an diesen Stellen keine Masse vorhanden ; wäre X an 
einzelnen Stellen unendlich, so könnte das Integral doch noch endlich 
sein. Das Potential dieser sämtlichen Massenteilchen auf Punkt A 
ist, wenn r die Entfernung des Elementes ds vom Aufpunkt be- 
zeichnet: 

(14) ^=m^- 

Streng genommen wäre dabei eigentlich die Entfernung jedes ein- 
zelnen der auf ds gelegenen Massenteilchen von A in das Integral ein- 
zusetzen. Wir können uns aber die Gesamtmasse des Elementes 
in einem Punkt desselben konzentriert denken und die Entfernung 
dieses Punktes vom Aufpunkt in Rechnung setzen. Für den Grenz- 
übergang ist es einerlei, welchen Punkt des Elementes man dazu 
wählt. 

Besonders einfach wird die Betrachtung, wenn die Massen- 
teilchen alle gleichförmig auf der ganzen Kurve verteilt sind. 
Eine solche gleichförmige Verteilung ist dabei in zweifacher Weise 
möglich: erstens können offenbar alle wirkenden Massenpunkte 
dieselbe Masse haben und je zwei von ihnen in gleicher Entfernung 
voneinander liegen. In diesem Fall muß auf gleich langen Kurven- 
strecken stets dieselbe Masse vorhanden sein, und X ist dann die 
auf der Längeneinheit liegende Masse, d. h. die ^^Längendichte'^ 
Auf einem Kurvenelement von der Länge ds liegt dann also die 
Masse Xds. 
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Die gleichförmige Verteilung kann man sich aber auch zweitens 
dadurch zustande gekommen denken, daß zwar nicht alle Massen- 
teilchen — dieselben wieder als gleich vorausgesetzt — dieselbe 
Entfernung voneinander haben, daß sich jedoch die Unregelmäßig- 
keiten in der Verteilung immer innerhalb sehr kurzer Strecken 
wiederholen; derart, daß z. B. auf einer doppelt so langen Strecke 
doppelt soviel Masse läge, so daß l also noch immer die Längen- 
dichte wäre. In diesen beiden Fällen kann A, weil konstant, vor 
das Integralzeichen treten und dann ist: 

(1 5) JU = Xfils , F = Xf^ . 

Es kann indes die Massen Verteilung auch eine ungleich- 
förmige sein. Dann wird A für die verschiedenen Elemente ver- 
schieden und es wird, wenn |, rj^ f die Koordinaten eines Längen- 
elementes sind: 

r' = {X - i)^ + {y- H)' + (z - ^)\ 

Die Differentiatioa von (14) gibt: 



(7) 



^''-X-flä. 



dx J dx 

2(j;-|) 1 x-S 



(16) 



Die Kraftkomponenten werden daher in unserem Fall: 

7 = — f^ d^iy-'i) ^ 

Z = ^ TA^lii^iiL. 

Hierbei haben wir die Zulässigkeit der Diffei^ntiation unter 
dem Integralzeichen zunächst vorausgesetzt. Auf die Frage, wann 
diese Operation für die Ableitungen des Potentials erlaubt ist, werden 
wir später ausführlich eingehen, da sie in engem Zusammenhang 
mit derjenigen der Endlichkeit und Stetigkeit der ersten und zweiten 
Derivierten von F steht. Wir werden sehen, daß die Differentiation 
unter dem Integralzeichen für die ersten Ableitungen, die immer 
endlich sind, stets zulässig ist, daß sie hingegen für die zweiten 
Ableitungen, die nur in bestimmten Fällen endlich sind, nur aus- 
nahmsweise und keineswegs allgemein erlaubt ist. 
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Ein zweiter möglicher Fall ist der, daß sämtliche wirkenden 
Massenteilchen auf einer ganzen Fläche von übrigens beliebiger 
Gestalt verteilt sind. Die auf einem Flächenelement vom Inhalt do 
liegende Masse ist dann (o,do, wobei ta, die ^^Flächendichte'' 
der Masse, im allgemeinen endlich ist. Die gesamte auf der Fläche 
lagernde Masse ist also: 

/ ]^^*^ demnach das Potential auf Punkt A (vgl. Fig. 15): 

f W (17) r=/^. 

X / Dabei kann auch wieder co fllr alle Flächen- 

Fie. 15. elemente denselben Wert haben , d. h. auf allen 

ITlächenelementen von gleicher Größe kann die« 
selbe Masse liegen. In diesem Fall ist die Masse gleichförmig über 
die ganze Fläche verteilt und (n kann vor das Integral treten. Ist 
(o nicht konstant und bezeichnen |, t;, ^ die rechtwinkligen Koordi- 
naten des Elementes do^ so werden die Kraftkomponenten: 



(18) 



yr r todo{x- ^ 

y ^ r 6) do{x — l) 



Doch sind diese beiden Fälle einer Massenverteilung auf einer Linie 
und auf einer Fläche eigentlich nur Abstraktionen, da in Wirklich- 
keit eine Masse nie in einer mathematischen Fläche oder Linie 
angeordnet sein kann. 

Der wichtigste Fall ist der, daß die wirkenden Massen einen 
ganz beliebig gestalteten Körper erfüllen. Ist dr ein Volumelement 
dieses Körpers, ex seine „Volumdichte" oder kurz seine Dichte, 
also a dr die Masse dieses Elementes, |, ij, ^ seine Koordinaten, und 
schließlich r die Entfernung des Elementes vom Aufpunkt A, so 
wird die gesamte Masse des Körpers: 



M 



= l adr , 



') Wir setzen im folgenden stets ein Integralzeichen, wenn das Flächen- 
element durch do bezeichnet ist, aber das doppelte Integralzeichen, wenn 
es durch dxdy ausgedrückt ist. Ebenso beim Eanmintegral das einfache 
Integralzeichen, wenn das Volumelement durch di, und das dreifache Integral- 
zeichen, wenn es durch dxdydx ausgedrückt ist. 
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sein Potential also: 

(19) ^ = /^ 
und die Kraftkomponenten: 

(20) . Y j <'dr(y-n) ^ 

y r adiix — t) 



§ 6. XJntersaoliTmg der Endlichkeit nnd Stetigkeit der Kräfte- 
fanktion nnd ihrer ersten Derivierten für das Newton sehe nnd 

far andere Anziehnngsgesetze der Mechanik. 

Wenn sich erstens der Aufpunkt außerhalb des wirkenden 
Körpers befindet, so sind in den Integralen (19) und (20) des letzten 
Paragraphen die Faktoren von dr sicher endlich, und folglich 
müssen sich auch die Integrale selbst bestimmten endlichen Grenzen 
nähern. Da: 

r 1 dr x^^ 



dx r* dx r' 

ist, SO folgt aus (20): 

(1) ■ x.J,d,J^. 

Analoge Werte ergeben sich für 7 und Z, wobei x, y, z und folglich 
auch r und 1/r yariabel, dagegen <t und dz konstant sind. 

Es kann aber auch zweitens der Aufpunkt selbst innerhalb 
des wirkenden Körpers liegen. Streng genommen hat das freilich 
keinen Sinn, da der Aufpunkt dann fest wäre. Man kann aber 
auch dann noch nach den auf ihn wirkenden Kräften fragen, indem 
man sich um den Aufpunkt eine unendlich kleine Höhle denkt, in 
der er sich frei bewegt. Angenommen nun also, es liegt A im 
Innern des Körpers, so gibt es offenbar gewisse Volumelemente, die 
unendlich nahe an A liegen, für die also r unendlich klein, mithin 1 /r 
unendlich groß wird. In diesem Fall wird im Potential die Größe 
unter dem Integralzeichen unendlich groß, und man kann daher 
nicht mehr ohne weiteres den endlichen Wert des Integrals ver- 
bürgen, sondern muß erst prüfen, ob sich das Integral auch dann 
noch einer endlichen Grenze nähert. 
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Würde das Integral in diesem Fall unendlich, so könnten das 
offenbar nur die in unmittelbarer Nähe von A gelegenen Elemente 
veranlassen. Deshalb haben wir zu untersuchen, welche Glieder 
diese Volumelemente in das Integral hineinbringen. Dazu denken 
wir uns irgend einen wirkenden Körper, den Punkt A in seinem 
Innern^ um A eine unendlich kleine Kugel vom Radius a und fragen, 
welchen Beitrag diese Kugel in das Integral: 

liefert Offenbar ist dieser Beitrag ein Integral der Form: 

(Tdt 



(2) 



/ 



-/^ 



das über die Kugel vom Radius a zu erstrecken ist. 

Zur Berechnung des Integrals (2) denken wir uns die ganze 

unendlich kleine Kugel, die durch Fig. 16 
in endlichem Maßstab versiunlicht werde, in 
unendlich viele Volumelemente zerlegt, indem 
wir um A eine Kugelfläche A'mit dem Radius r, 
und eine zweite Ä' mit dem Radius r + dr 
schlagen, zwischen denen dann ein Volum- 
element der Kugel vom Radius cc liegt, dessen 
Wert, da die Oberfläche der inneren Kugel 
4 TT r* und die Dicke der Kugelschicht dr ist, 
gleich: 

dr = 4nr*dr 




Fig. 16. 



ist Da nun die Entfernung vom Aufpunkt für alle zwischen diesen 
beiden unendlich benachbarten Kugelschalen gelegenen Teilchen 
gleich r gesetzt werden kann, so wird zunächst das Integral (2) bei 
konstanter Dichte: 



/ 






ainr^dr 



=^4tn<T\rdr^2naa^. 



(3) 



Das ist aber eine mit a gegen Null konvergierende Größe. Die 
unmittelbar um A herumgelegenen Volumelemente liefern also im 
Fall des NEWTONschen Gravitationsgesetzes faktisch nur ver- 
schwindend Kleines in die Potentialfunktion, und das Integral (19) 
des vorigen Paragraphen nähert sich also einer endlichen Grenze. 
Das gilt indes auch noch bei variabler Dichte, wenn dieselbe 
nur nicht unendlich wird. Denn im Integral / sind nur positive 
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Größen enthalten. Setzt man nun für die Dichte ihren größten 
M'ert (T , 80 wird dadurch das Integral offenbar größer: 



/ 



a Anrdr > Jy 





oder, da a als größte Dichte an einer bestimmten Stelle konstant 
ist, integriert: 

d. h. aber, da a2na^ mit verschwindendem a verschwindet, das 

' g ' 

Integral / wird in diesem Fall erst recht unendlich klein. 

Somit kann die Potentialfunktion V also auch noch berechnet 
werden, wenn der Aufpunkt im Innern des wirkenden Körpers liegt 
Für ein beliebiges anderes Anziehungsgesetz als das Newton sehe 
gilt das jedoch nicht mehr, wie wir gleich zeigen wollen. Zuvor 
jedoch noch eine allgemeine Bemerkung. 

Im Integral: 



wo b positiv sei, wird die Größe unter dem Integralzeichen offenbar 
mit unendlich wachsendem b unendlich werden für ar< 1, dagegen 
Null für a: > 1. Dabei könnte das Integral selbst unendlich, indes 
auch endlich werden. Unendlich könnte es offenbar nur durch die 
Glieder werden, welche in unmittelbarer Nachbarschaft des Punktes 
ar = liegen. Für b^\ ist nun, wenn e > ist: 



r dx i_ / ^1 i_^\ 

J xb ^ 6-1 U*-^ «&-!/ 



Dies Integral wird unendlich für verschwindendes «, wenn i > 1 ist, 
und bleibt endlich für verschwindendes 6, wenn ä < 1 ist Für 
& = 1 hingegen ist: 

a 

dx 



■ 



X 



und dies Integral wird unendlich für verschwindendes e. 

Faßt man ein beliebiges anderes Anziehungsgesetz als das 
NEWTONsche ins Auge, z. B. dasjenige, welches Maxwell für Gas- 
teilchen fand, nach dem die Kraft im umgekehrten Verhältnis der 
fünften Potenz der Entfernung wirkt: 



f{r)=-^, 
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80 wäre die Eräftefunktion, wenn der Aufpunkt im Innern liege, keine 
endliche Größe mehr. Denn es würde, wenn wieder Ä*mjLi=l 
ist, jetzt: 

Läge nun A im Innern des Körpers, so würde r für seine unmittel- 
bare Nachbarschaft wieder unendlich klein. Konstruierte man aber 
jetzt die unendlich kleine Kugel um A und integrierte über dieselbe, 
so würde das über die Kugel erstreckte Integral, wenn a konstant 
ist, nichts unendlich Kleines, sondern etwas Unendliches in das 
Integral liefern, da: 



/ 



(7 47ir*dr 
4r* 



-,,(-i+±) 



für unendlich kleines a imendlich ist Der Wert der Kräftefunktion 
würde sich also in diesem Fall keiner endlichen Grenze mehr 
nähern, d. h. die wirkenden Massen, welche den Aufpunkt unmittel- 
bar umgeben, trügen jetzt unendlich viel zur Gesamtkraft bei. 

Nun zeigen wir noch, daß sich beim Newton sehen Gravitations- 
gesetz auch die Integrale der drei Kraftkomponenten stets endlichen 
Limiten nähern. Um zu zeigen, daß in das Integral: 

Y r ff dl (x — ^) 

— J ;:» » 



(5) 



die in unmittelbarer Nähe des Aufpunktes gelegenen Glieder nur einen 
verschwindend kleinen Betrag liefern, denken wir uns wieder Punkt A 

von einer unendlich kleinen Kugel 
vom Eadius a umgeben, welche die 
unmittelbare Umgebung des Auf- 
punktes darstellt, und fragen nach 
der Kraft, welche die Masse in 
dieser Kugel auf A ausübt Dabei 
setzen wir wieder voraus, daß die 
Masse des Aufpunktes gleich 1/A^ 
und <r konstant sei, und erstrecken 
das Integral über die Kugel. Zu- 
nächst ziehen wir durch Punkt A 
eine Parallele Ax' zur x-Achse (vgl. 
Fig. 17] und fassen einen beliebigen Punkt JB im Innern der Kugel, 
in der Entfernung r von A ins Auge. Der Winkel, den r mit 
der a:'- Achse bildet, sei &\ x, t/, z seien die Koordinaten von A\ 




Fig. 17. 
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i, rj, C diejenigen des wirkenden Punktes JB bezüglich des gemein- 
samen Ursprunges. Dann ist: 

cos tr = = » 

r r 

also: 

(6) x^J^co^&. 

Bei Konstruktion des Volumelementes dz können wir alle Punkte 
zusammenfassen, für die r und & denselben Wert haben, da unter 
dem Integral bloß diese beiden variabeln Werte stehen. Wir fällen 
also von JB eine Senkrechte JBC auf die ar'-Achse und schlagen einen 
Kreis um C, dessen Radius J5C=r sin i9-, dessen Peripherie also 
2;rrsini9- ist. Dann lassen wir & um dd- wachsen, wodurch wir 
Yon Punkt J5 nach Punkt JD gelangen, so daß JBD = rdß- ist und 
denken nun JBI) um Ax' als Rotationsachse rotieren; so folgt eine zur 
^a:'- Achse schief stehende kegelstuzartige Fläche, mit der 
Breite rd& und der Basis 2;rrsini9-, deren Inhalt mithin 2nr^8m&d& 
ist. Läßt man weiter r um dr wachsen, wodurch man vom Punkt B 
nach Punkt S gelangt, ergänzt die Figur zum Parallelogramm BEFD 
und denkt sich dieses um die or'- Achse rotieren, so resultiert ein 
unendlich schmaler Ring, von der Basis 2nr^sm&d& und der 
Dicke dr, dessen Volumen also: 

dr ^ 2n r^ sin &d&dr 

ist, welches also allgemein ein Yolumelement unseres Kugel- 
raumes repräsentiert. 

Die Kraft, welche die gesamte Kugel in Richtung der x-Achse 
auf den Aufpunkt Ä ausübt, ist demnach: 



a n 



(7) X = 2 nfCa dr sin x9 cos ü-d», 



indem über das ganze Volumen der Kugel zu integrieren ist, also 
bezüglich r von bis a, bezüglich & von bis n. Bei konstanter 
Dichte ergibt sich der Wert dieses Integrals direkt als Null. 

Betrachten wir den allgemeineren Fall^ daß er variabel, jedoch 
überall endlich sei, und bezeichnen a^ die größte, er^ die kleinste 
Dichte in der Kugel, so kann man, da jetzt das Integral aus positiven 
und negativen Gliedern besteht, offenbar die beim Beweis der End- 
lichkeit des Potentials gemachte Schlußweise nicht mehr anwenden. 
Vielmehr zerlegen wir jetzt das Integral in zwei Integrale. Dann 
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wird, da sint?- stets positiv ist, von bis n und a ebenfalls, und 
da femer cosi? positiv ist, von bis 3r/2, negativ von ^/2 bis ;r, 
Xj alle positiven und Z, alle negativen Glieder umfassen: 

o jr/2 

(8a) Xi = 2nC C(idrsin&cos&d&, 


a jv 

(8b) Xj = 2nCC(rdrBin&cos&d&. 



jr/2 



Da nun: 



also: 



rsini9-co8i9-rfi9' = Isin*!?-, 



9T/2 



I sini9'COSi9'eft9- = ^ und: j dr ^ a 



ist, so wird, wenn man (t statt rr setzt und integriert, sicher: 

Ir 

Xj < 7t(T a, ebenso: X^ < ncTj^a. 

Ist also a sehr klein, wie wir vorausgesetzt haben, so verschwinden Xj 
und X^ und folglich auch X; d. h. es muß die Kraft verschwinden, 
welche durch die unmittelbar um den Aufpunkt herum-* 
gelegenen Punkte auf diesen nach der a:-Achse ausgeübt werden, 
und ebenso bei der y- und z-Achse. Und mithin kann nach den 
Formeln (19) und (20) des vorherigen Paragraphen die Kraft berechnet 
werden, welche ein Körper sowohl auf einen äußeren, wie auf einen 
auf seiner Oberfläche gelegenen, wie auf einen in seinem Innern ge- 
legenen Punkt ausübt, womit bewiesen ist, daß das Potential und 
seine ersten Derivierten stets endliche Funktionen der 
Koordinaten des Aufpunktes sind. 

Das gilt indes auch wieder nicht mehr bei einem anderen 
Wirkungsgesetz als dem Newton sehen Gravitationsgesetz. Denn 
wirkte die Kraft z. B. der dritten Potenz der Entfernung verkehrt 
proportional, so wäre die Kräftefunktion zwar auch dann noch end- 
lich, indes nicht mehr ihre ersten Derivierten, denn dann wäre 
offenbar: 

also: 



(9) X = 2nJJ 



a n 

<T dr Bin 'S- COS & dt^ 



Ü 
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Da jedoch: 



a 

?t = /« - /O = 00 

r 





/■ 



ist^ 80 käme es jetzt offenbar wesentlich darauf an, wie die einzelnen 
Massenteilchen in der Kugel um den Aufpunkt Ä herumlägen, und 
man könnte daher die Kräfte nicht mehr nach den Formeln (20) des 
vorigen Paragraphen berechnen, wenn A im Innern des Körpers läge. 
Für äußere Punkte aber könnte man sie auch in diesem Fall noch 
berechnen, und ebenso würde die Kräftefunktion noch einen be- 
stimmten endlichen Wert haben. Bei höheren Potenzen als der 
dritten aber würde auch der Ausdruck für die Kräftefunktion selbst 
unendlich werden. Diese Bemerkung ist wichtig. Denn sucht man 
die Differentialquotienten der Kräfte, d. h. die zweiten Differential- 
quotienten des Potentials: 

dX ^ d^V dY ^ a«F dZ ^ ö'F 

dx dx* * dy öy' ' dx dx* 

so treten auch beim Newton sehen Gravitationsgesetz solche Aus- 
nahmen ein, weil die einmalige Differentiation von 1 /r im Potential 1/r* 
und die zweimalige Differentiation 1/r^ ergibt. Auf diese wichtige 
Frage nach dem Verhalten der zweiten Derivierten des Potentials 
hinsichtlich ihrer Endlichkeit und Stetigkeit werden wir bei den 
Untersuchungen über die PoissoNsche Differentialgleichung für das 
Potential in § 11 näher eingehen. 



Drittes Kapitel. 

Die Lapiacesche DifTerentialgleichung fDr das Potential. 

§ 7. Die Laplaeesohe Differentialgleiohung in Parallelkoordinaten. 

Wir leiten nun die berühmte von Laplace für das Potential ge- 
fundene und nach ihm benannte Fundamentalgleichung für das 
Potential ab, die, wie wir später sehen werden, indes nicht all- 
gemein gültig ist, sondern in gewissen Fällen durch die PoissoNsche 
Differentialgleichung ersetzt wird, von der sie ein Spezialfall ist. 
In § 2 wurde bereits darauf hingewiesen, daß die dort abgeleitete 
Bedingung (10) dafür, daß Kraftlinien in einem kleinen Parallelepiped 
weder entstehen noch vergehen, sondern unbegrenzt im Raum weiter- 
gehen, mit der LAPLACEschen Differentialgleichung für das Potential 

BuoHHOLZ, Angewandte Mathematik. 4 
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identisch ist Zunächst leiten wir nun diese Gleichung allgemein 
für den Fall ab^ daß eine endliche Anzahl von n materiellen 
Punkten: jt^i; Ma • • • Mn ™^^ ^®^ rechtwinkligen Koordinaten ii, fii, Cv 
la* ^2' Sa • • • In» %f ^n ^^^ einen beliebigen Aufpunkt A mit den 
Koordinaten x, y, z und der Masse 1/ä* nach dem Newton sehen 
Gravitationsgesetz wirke. Die Potentialfunktion ist in diesem Fall: 



i = n 



« = 1 

Betrachten wir wieder die wirkenden Punkte als invariabel^ dagegen 
den Aufpunkt als veränderlich, so folgt: 



oder: 



analog: 



ö»' -f" 


^ öx' *■ f** da^ ' • 




dx* ^f^i dx'' 







dx' 



iT -. Vi. ^^^) 

Ö*« ^'^» dx* 

» = 1 

Addiert man diese drei Gleichungen und führt dabei zur Vereinfachung 
das Operationszeichen A ein: 

WO Q eine völlig beliebige Größe ist, so folgt: 

1 = 1 
Denn es ist: 

^f^-f^(^;)-fM(;,). 

1 = 1 t = 1 » = l 

Da nun: 

also: 

ör, __^ X —_^i 

dx ~~ r, 
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ist, SO wird: 



(^) 



» - f 1 



also: 





d» ~ 


r.' ' 




1 , 




dx* 


dtj* 


1 




dx* 

n * 


1 X 


, 3(*-?,)» 


LI. 


\-- 3 


4--^-r2 =r 



und durch Addition: 



ebenso: 

Somit ist in der Tat: 

d. i. die LAPLACBsche DiflFerentialgleichung flir das Potential. 

Liegt eine unendliche Anzahl von wirkenden Massen vor, die 
einen beliebigen Körper kontinuierlich erfüllen, wobei wir sowohl 
die Position wie die Massenerfüllung des Körpers als konstant, den 
Au^unkt Ä hingegen als variabel betrachten, so wird, wenn |, 1?, ^ 
die Koordinaten irgend eines Massenelementes d^i sind, dessen Ent- 
fernung vom Aufpunkt r = ]/(a: — |)* + (y — rif + (2: — f)^ ist, das 
Potential: 

DiflFerentiiert man jedes Glied dieser Summe, welche das Integral 
repräsentiert, bezüglich nach x, y, z, indem man dabei rfju als 
konstant, hingegen 1/r als variabel betrachtet, so folgt: 



dx' J "'' dx 

d 



= fd(. 



Ö» F _ r. " [rj 
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und wenn man addiert: 

also wieder die LAPLAOEsche Differentialgleichung. 



§ 8. Die Laplacesche DifFerentialgleiohnng in orthogonalen 

Koordinaten. 

a) Die allgemeine orthogonale Transformation. 

Ehe wir J ^ in orthogonalen Koordinaten aufstellen können, wollen 
wir zuvor kurz die allgemeine Koordinatentransformation behandeln. 

Die Lage eines Punktes im Baum ist ja charakterisiert durch 
seine drei rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, ebenso z. B. aber auch 
durch schiefwinklige Koordinaten oder durch Polarkoordinaten, oder 
durch Zylinderkoordinaten, oder durch elliptische Koordinaten. All- 
gemein kann man die Lage eines Punktes im Raum auch durch 
drei verallgemeinerte oder, wie sie Lagrange nennt, generali- 
sierte Koordinaten ä, Z, m gegeben denken, die so beschaffen sein 
sollen, daß, wenn ihre Werte gegeben sind, der Punkt fixiert, und 
dadurch zugleich auch ar, y, z gegeben sind, indem zu jeder Werte- 
kombination Ä, /, m ein bestimmtes ar, y, z gehört Mit anderen 
Worten, die rechtwinkligen Koordinaten werden Funktionen der 
generalisierten sein: 

(1) ar = /'(Ä,/,m); y ^ <p[k,l,m)\ r=/(A,/,m) 
und umgekehrt: 

(2) k = k[x,yyz)\ l = l[x,y,z)\ m == m{x,y,z). 

Nur nehmen wir an, daß die drei 
Funktionen f, (p, x eindeutig seien, 
so daß nur ein einziger Punkt durch 
sie bestimmt ist. 

Wählt man beispielsweise einen 
speziellen Fall, indem man sich 
um den Koordinatenursprung (vgl. 
Fig. 18) eine Kugel vom Radius r 
geschlagen denkt; P sei ein beliebiger 
Punkt dieser Kugel, AB der Schnitt 
mit der xz-Ebene, Q die Projektion 
von P auf die yz-Ebene; femer & der Winkel von PO mit der 
ar- Achse und cp der Winkel von POx mit der arz-Ebene. Dann 




Fig. 18. 
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entsprechen die drei Polarkoordinaten r, &, (p den zuvor charak- 
terisierten generalisierten Koordinaten k, /, m und den Gleichungen 
(1) und (2) die bekannten Relationen: 

ar = r cos «9-; y = r sin i?- sin y; z = r sin ß- cos qp 

und umgekehrt: 

r = ya:* + y* + r,; (f « arctaug f -|- j ; i?« = arctang [ ^•^^"*"* j , 

wobei zur Vermeidung von Zweideutigkeiten r stets als positiv, und 
ebenso die Wurzel stets als positiv betrachtet werden muß; & läuft 
von bis n und qp von bis 2n, 

Faßt man nun einen bestimmten Punkt mit den Koordinaten 
^0' ^o> '''o ^^^ Auge, so sind diese drei Größen Konstanten und folg- 
lich repräsentiert die Gleichung: 

(3) k[x,y,z)^k^ 

» 

eine Fläche, welche durch Punkt k^, l^^ w^ hindurchgeht, die wir als 
A-Fläche bezeichnen wollen. Denkt man dem k andere konstaute 
Werte beigelegt, so erhält man eine Schar von Ä-Flächen. Durch 
jeden Punkt im Baum aber geht eine und nur eine A-Fläche. 
Setzt man weiter: 

(4) /(*,y,^) = ^o» 

so erhält man eine neue Fläche, und zwar eine /-Fläche, die auch 
durch Punkt k^, 7^, m^ hindurchgeht; und wenn man dem / ver- 
schiedene Werte zuerteilt, so erhält man eine Schar von /-Flächen; 
durch jeden Punkt aber geht wieder nur eine einzige /-Fläche. 
Ebenso verhält es sich für: 

(5) m(jr,y,z) = m^, 

und somit kann jeder beliebige Punkt des Raumes als Durchschnitts- 
punkt von drei Flächen bestimmt werden. 

Im Falle elliptischer Koordinaten beispielsweise sind diese drei 
orthogonal sich schneidenden Flächen ein konfokales EUipsoid, ein 
konfokales einschaliges Hyperboloid und ein konfokales zweischaliges 
Hyperboloid. Denn die elliptischen Koordinaten A^, X^, 7^ sind*) die 
Wurzeln der folgenden kubischen Gleichung, in der a^'^b^^c^ ist: 

_^ j. jyL. jL. ^' = 1 



* Vgl. BoLTZMANN, Vorlcsungen über die Prinzipe der Mechanik, II, § 60. 
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welche die genannten drei Gattungen von Flächen darstellt, nämlich, 
wenn X gleich k^ liegt: 

Aj zwischen +00 und — c*: ein EUipsoid. 

Aj „ — c* und — Ä*: ein einschaliges Hyperboloid. 

Ag „ —b^ und — a*: ein zweischaliges Hyperboloid. 

Setzt man ferner in den Ausdrücken für Polarkoordinaten k^k^y 
d. h. r^^r^^ so erhält man als A-Flächen lauter konzentrische Kugeln 
um den Ursprung 0; setzt man weiter / = Z^, d. h. (jp = tp^^ so erhält 
man als /-Flächen lauter Ebenen, die durch die or- Achse gehen, 
während m = i7iQ, d.h. d-^ß-^ lauter Rotationskegel repräsentiert, 
deren gemeinsame Spitzen im Ursprung liegen, wobei die x- Achse 
Kegelachse ist. Punkt A ist somit bestimmt, wenn man angibt, 
welche Kugel, welche Ebene und welcher Kegel durch ihn hin- 
durchgehen. 

Offenbar kann man nun jedesmal eine der drei allgem^nen 
Variabeln k, l, m variieren und dabei die beiden andern als konstant 
betrachten. Bleiben zunächst / und m konstant und nur k erhält 

den Zuwachs dk, so verschiebt sich im 
Fall von Polarkoordinaten Punkt P bloß 
in Richtung des Radiusvektor nach Ä 
(vgl. Fig. 19); bleiben k und m konstant 
und wächst / um dl (d. h. <p um d(p\ so 
rückt Punkt P auf einer Kegelfläche 
nach J9; und bleiben schließlich k und l 
konstant und nur m wächst um dm (d. h. 
/ & um rfiT-), so rückt Punkt F in der 

^. Verlängerung des Bogens XP nach C 

vor. In dieser Weise ergeben sich die 
drei Liniendifferentiale PA als Durchschnitt eines Kegels mit einer 
Ebene, PB als Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene und PC 
als Durchschnitt einer Ebene mit einer Kugel. Da sich aber diese 
drei Flächen in Punkt P normal schneiden, so stehen die drei 
Linienelemente aufeinander senkrecht: PA ± PB Jl PC, Man 
nennt eine solche Koordinatentransformation, bei der sich die ä-, /-, 
in-Flächen normal schneiden, eine orthogonale Transformation. 
Die Funktionen bei unserer Transformation sollen nun als ganz 
beliebig, jedoch als orthogonal angenommen werden, d. h. wo immer 
sich die k-, /-, m- Flächen schneiden, soll es orthogonal geschehen. 
Bei dieser Annahme müssen im Schnittpunkt P auch die drei 
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Flächennormalen aufeinander senkrecht stehen. Seien iV^^, N^, N^ 
diese Normalen der Flächen : 

so sind die Kichtungskosinus der Normalen zur A- Fläche mit den 
Koordinatenachsen : 



(6) 





dk 


COS [Nj^.x] = 


]/m * m * (a: )■ 




dk 


cos(iV^,y) = 




CO^[N^y z) = 


dx 


i/r^M^w^^^M' 



oder, wenn man zur Abkürzung: 



/ dk 



(7) 
setzt: 



= Äx, 



dk 



— ^«> 



dk^ 
dx 



dx 1' dy 



kt k 

COS [Nj^j ^) = "9^ » cos {Nj^, y) = -^ 



'8» 



(8) cos(A;, ^) - -^» cos(iV^j,y) =^, cos(JV;^,z) = -^. 

Analog erhält man f&r die Bichtungskosinus der Normalen iV| zur 
Fläche l{x,y,z):^i^: 

(9) co8(iV;,x)=--|-, cos(iV;,y) = -|-, cos(iV;,z) = ^, 

und für diejenigen der Normalen N^ zur Fläche »ii(ar,y,z) = wi^: 



m, 



(10) cos {N^, ^) = ^ ' c^s (-^«' y) == "^ ' ^^^ (-^«' ^) '^ if ' 
wobei : 

(11) 2; = y/f + /f+T;, JK = ymj + mj + mj 

ist Die Bedingung dafür, daß je zwei dieser Normalen sich recht- 
winklig schneiden, ist z. B. für Nj^ und N^: 

= C08{Nj^fN^ = cos (iV^,a:) 008(^1^^0:) + cos(iV^,y)co8(JVj,y) 

+ cos (iVj^, z) cos (iV^p z), 
oder: 

kt h , " « *« I kf *t A 

KL"^ kl "^ KL 
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Die Großen K und L werden nun aber im allgemeinen nicht Null 
oder unendlich, außer in singulären Punkten. Daher sind die Grund- 
bedingungen der Orthogonalität: 

f Kh + Kh +hh =0, 
(12) I *i?ni + k^m^ + h^m^ = 0, 

l wij /j + wig /g + »ij /, = 0. 

Nun wollen wir ein neues Koordinatensystem x* y\ z' einftthren, 
dessen Achsen den drei Normalen iV^, iVj, N^ in einem Punkte der 
Fläche parallel seien und das gleichfalls seinen Ursprung in habe. 
Einen beliebigen, aber bestimmten Schnittpunkt einer A-Fläche mit 
einer /- und m- Fläche setzen wir voraus, ziehen in ihm die drei 
Normalen zu den drei Flächen und darauf durch Punkt parallel 
zu diesen Normalen die neuen Achsen Ox\ Oy\ Oz' un(} führen noch 
die Bedingung ein, daß die Winkel zwischen den drei alten Achsen 
bezüglich 90° seien. Dann wird: 

= cos (0 jr, Oy) = cos [Ox, Ox') cos [Oy, Ox') + cos [Ox, Oy') cos (Oy, Oy') 

+ cos [Ox, Oz') cos{Oy, Oz), 

oder in unserer Bezeichnungs weise: 

cos [üj^, x) cos (iV;, y) + cos (iV;, x) cos (iV„y) + cos [N^, x) cos (N^yy) == 0. 

Diejenigen Stellen, an denen k, /, m unendlich werden, wollen 
wir ausschließen und nur die gewöhnlichen Stellen der Fläche ins 
Auge fassen. Letztere Gleichung schreibt sich auch: 

K^~ 1- /,. "^ M*~^^' 
analog : 



(13) 



iT» "^ L* "•" M* ■" ' 
^» "^ L« "^ M* ■" 



Bei Ableitung der vorstehenden Relationen gingen wir aus von 
den Gleichungen: 

Ä = Ä(jr,y^), l^l[x,y,z), m^m{x,y,z). 
Nunmehr wollen wir die Gleichungen: 

x^f(k,i,m), y^(p{k,l,m), z^x{f^yl,^) 
zugrunde legen und zur Abkürzung setzen: 
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r dx 



(14) 



dx 



dx 



dk ~ '^' 


0/ ~ '»' 


dm ~ *» ' 


dp 

dk ~yi' 


dl y»' 


dm y»' 


dx 

dk ~'^i' 


dx 

dt ~ '" 


dm "»• 



Da jetzt X, y, z Funktionen von k^ l, m sind, so können wir die 
totalen Differentiale von ky I, m bilden, indem wir x, y^ z die Zu- 
wächse dxy dy^ dz erteilen, und erhalten so: 

,i dk j , dk , , dk j 
oder bei Einführung der früheren Abkürzungen, nämlich: 



dx 



-h> 



dk 



^«> 



dk 



n« 6vC«y 



15) 



dy "»' dx 

dk ^ k^dx + k^dy + A3 dz, 
dl = /j cf ar + /jj dy + /j dz, 
dm s= m^dx+ m^ dy + wfj rf;r. 

Um jetzt dx/dk zu berechnen, hat man / und m als konstant, 
und nur k als variabel zu betrachten, also dl^^dm^O zu setzen, 
und erhält dann aus letzteren Gleichungen: 

dk s=a Äj dx + Äj dy + A3 rfz, 
= /j cf X + /, cf y + /j </z , 
BS nij <f o: + 71I3 £fy -f tWj cfz. 

Bezeichnet A die gesamte Determinante dieses Systems: 



(16) 



A = 



K 


K 


*s 


h 


k 


's 


»»1 


tn^ 


"»8 



so folgt aus diesen Gleichungen: 



also: 






dx fj I \ 1 



Die Größen (/3W3 — /jWij), (/s'^'i ^^"'s) ^^d (/^»Wg — /gUij) sind dabei 
Subdeterminanten von A, Man erhält also: 
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(17) 



analog: 



•^1 = -jifi^i -'s^«)» 



Vi = -ji^^i — k^s)y 



^1 = -ji^i^i -h^i)' 

Analog bestimmen wir die partiellen Differentialquotienten von x,i/,z 
nach /, indem wir bloß / variieren und dk = dm in den Gleichungen (15) 
Null setzen: 

= Äj dx + k^dy + A3 dz, 

di ^ l^ dx + /j dy + /g dz^ 

= //ij dx + mj rfy + 1W3 dz. 

Durch Auflösen dieses Systems erhält man: 



also: 



(18) 



dx = ^J?^t »»._ dl, 



Somit wird: 



^1 ^2+^1^2 + ^1^2 =-jr 



+ 



1 



4 4 

m, »lg 




^2 ^8 


+7 


^8 /l 

WI3 m^ 










k h 




Wlj IWg 


1 


'1 ^2 ^8 


IWjOTjOTg 


Wj »Jj 




»■*. 


"" J« 


/WjOTj 


m 


3 




*X 


*2 *3 



J« 



/j wij + /giUg + /gfWg m] + inj + m\ 

^lA + *2^2 + *8^8 ^Wi+*2'^2 + *8'"8 

Die Determinante verschwindet aber auf Grund der Gleichungen (12) 
und folglich wird x^x^+y^y^ + z^z^^^O, In toto ist also: 



(19) 



^1^2 +^1^2 + ^1^2 = 0, 
1^3+^1^8 + ^12^8 = 0, 



[ ^1^ 

l ^2-^3 +^23^3 + ^2^3 =0- 



Zum Schluß soll noch das Linien- oder Längenelement in ortho- 
gonalen Koordinaten berechnet werden. Seien also drei beliebige 
Variable k, l, m gegeben und die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z 
eindeutige Funktionen von k, l, m, so daß^ wenn k, l, m gegeben, 
x, y, z bestimmt sind, so gehört zu diesen gegebenen Werten von 
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h\ /, m ein bestimmter Punkt A. Denkt man sich jeder dieser Größen 
k, l, m einen unendlich kleinen Zuwachs dh, dlj dm erteilt, also auch 
Xj y, z um die Zuwächse dx, dy, dz vermehrt, so gelangt man von 
Punkt Ä zu einem unendlich benachbarten Punkt B^ mit den Ko- 
ordinaten k + dky l+dl, m + dm oder x + dx, y + cfy, z + dz. Um 
den gewöhnlichen Ausdruck für das Linienelement AB\ 



(20) ds = }^^^M^"^pr:j7522 

in generalisierten Koordinaten zu bekommen, ist festzuhalten, daß dx 
der Zuwachs von x ist, wenn k um c/A, / um dly m um dm wächst, 
also: 



oder: 



Mithin wird: 






dx = Xj rfA + x^ dl + x^ dm , 
dy = y^dh+ y^ dl + y^ dm, 
dz = Zj (/Ä + Zj dl + Zj dm . 



ds =f{x\+yl + zl) dk^ + {xl + yl + zl) dP + {x\ +y\+ zj) dm^ , 
oder, wenn zur Abkürzung gesetzt vird: 



(21) 



auch: 



. M = + y^l+yl+^J, 



(22) ds = yx» rfÄ* + A2 rf/2 + ^« rfw» . 

b) Ableitung der LAPLACBSchen Differentialgleichung in 
orthogonalen Koordinaten mittels des GßEENschen Satzes. 

Wiewohl die Ableitung des Green sehen Satzes selbst erst in 
einem folgenden Kapitel gegeben wird, soll doch die auf ihn ge- 
gründete Ableitung der Laplace sehen Fundamentalgleichung für 
das Potential in orthogonalen Koordinaten nicht nachträglich, sondern 
hier gleich in diesem Kapitel, das der Laplace sehen Differential- 
gleichung überhaupt gewidmet ist, gegeben werden. Der mit der 
Potentialtheorie unvertraute Leser kann die folgende Ableitung 
nach vorausgegangener Lektüre von Kapitel VII nachholen. 

Wir denken uns zunächst einen Punkt A mit den allgemeinen 
Koordinaten A, l, m und den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z und 
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Fig. 20. 



lassen nun erstens h um dk wachsen, jedoch /und m konstant; so 
gelangt man zu Punkt B mit den Koordinaten k + dk, l, m und das 
zuvor berechnete Linienelement ds wird AB = x dk Läßt man 
zweitens nur / um dl wachsen, dagegen k und m konstant, so ge- 
langt man zu Punkt C mit den Koordinaten k, 1 + dl, m und erhält 
das Element A C ^ Xdl Wächst schließlich bloß m um dm und 
k und / bleiben konstant, so gelangt man zu Punkt /> und dem 
Element Al)=^fjLdm. Da nun die Transformation orthogonal ist 
nach der Voraussetzung, und A B der Durchschnitt der zwei Flächen 
/ = konst. und m =■ konst., ^C der Durchschnitt der Flächen A=konst. 
und m = konst., und schließlich A D der Durchschnitt der Flächen 

k = konst und / = konst., so schneiden sich 
alle drei Flächen in jedem Punkt ortho- 
gonal; folglich sind auch ihre Durch- 
schnitte normal zueinander, und daher ist 
AB±AC±AJ). Mithin können diese drei 
Linienelemente als die Kanten eines un- 
endlich kleinen rechtwinkligen Parallel- 
epipeds betrachtet werden (vgl. Fig. 20). 
Dabei werde die Fläche, die senkrecht zu 
AB steht und durch A geht, mit I bezeichnet, während die zu 
yiB senkrechte, vis k vis gelegene Fläche, mit II bezeichnet werde; 
III sei die durch A gehende linke, IV die gegenübergelegene rechte 
Seitenfläche; V die untere und schließlich VI die obere Fläche des 
Parallelepipeds. 

Um A F als Funktion der allgemeinen Koordinaten A, /, m zu 
erhalten, wollen wir nicht den Weg der umständlichen direkten 
Transformation einschlagen, sondern den Gbeen sehen Satz auf 
das unendlich kleine Orthogonalparallelepiped anwenden. Derselbe 
lautet^): 

(1) JUA Fdr -fFJ Udr ^ju^do -jv^do, 

wobei die Integrale links über den betreffenden Raum, diejenigen 
rechts über seine Oberfläche zu erstrecken sind. Setzt man jetzt 
(7=1, so wird: 

also der Gbeen sehe Satz: 

(2) _ JAVdr^f'^do. 

^) Hinsichtlich der Bedeutung der Buchstaben sei auf Kapitel VII verwiesen. 
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Da das Parallelepiped selbst unendlich klein ist^ so ivird offen- 
bar J F &LT jeden Punkt desselben nahezu denselben Wert haben, 
oder strenger: J F wird für jeden Punkt des Parallelepipeds gleich 
sein dem Wert von J V in einem Punkt des Parallelepipeds, ver- 
mehrt um eine unendlich kleine Größe b, die indes als von höherer 
Ordnung unendlich klein zu vernachlässigen ist. Folglich kann J V 
im Parallelepiped als konstant betrachtet und daher vor das Integral- 
zeichen gesetzt werden; oder anders ausgedrückt, ein Mittelwert 
von A V kann vor das Integralzeichen treten. Unter Vernach- 
lässigung von Bdkdldm wird also: 

(3) A ^{dx ^ AyÄß.ÄC.AD^^ AV.xXyLdhdldm, 

wobei dt = X X fi dkdl dm das Volumen des Elementarparallel- 
epipeds ist. 

Das Integral der rechten Seite von Gleichung (2) ist nun über 
die ganze Oberfläche des Parallelepipeds, d. h. über alle sechs 
Bechtecke I bis VI zu erstrecken. 

Bei Berechnung des Integrals über die Seitenfläche I: 

I 

bezeichnet n die äußere Nonnale: für die Seitenfläche I ist die- 

selbe AB, jedoch im Sinne £Ä laufend, da ^4 2^ für die Fläche I 

innere Normale ist, während für die Fläche II die Richtung AJS 

äußere Normale ist. Der Sinn des Differentialquotienten dVjdn^ 

ist dabei der: man denkt sich erstens den Wert von V in Punkt A, 

also F(Ä,/,iw), dann den Wert von Viu Punkt Bj also V{k + dk,l,m\ 

bildet hierauf die Differenz dieser zwei Werte und dividiert dieselbe 

durch das Längenelement Ä B, wobei jedoch das entgegengesetzte 

Vorzeichen zu nehmen ist, weil B A ^-^ AB die Richtung der 

äußeren Normalen ist. Somit erhält man für die Seitenfläche I, wenn 

man nach dem Taylob sehen Satze entwickelt: 

_ dV 



dV F(ifc + rfifc,/,m)- F(ifcJ,m) ''^•»•»^^'^ 


dk 


r \n^, «, Tftf 


Ö»fa — AB 


xdk 




oder: ^ ^ 






dV dk 

dfla X 







Da nun aber die Fläche I unendlich klein ist^ so hat letzterer 
Differentialquotient für jeden Punkt derselben bis auf unendlich 
kleine Größen höherer Ordnung denselben Wert, so daß: 



62 Erste Abteilung. Das mechanische Potential. [§ 8 

J Ofta X ) 

I I 

ist, oder, da das Integral gleich ÄC.ÄD ^Xdl^dm ist: 

dV 

(4) 1^ — rfo = X II dl dm. 

I 

Die Seitenfläche II des Parallelepipeds hat die gleiche Lage 
wie die Fläche I, nur ist bei ihr k um dk größer und die Normale 
geht nach der entgegengesetzten Seite. Daher wird, wenn I gleich 
fp{k,l,m)dldm ist: 

j do = (p {k + dk, /, m) dl dm = (p [k, l, m) + ~- dk dl dm . 
II 

Die Normale femer ist umgekehrt gerichtet wie bei I, so daß: 

(5) f^do = + -iji ^Aldkdldm + h^l^-dldm 
II 

ist Man erhält somit durch Addition der Werte (4) und (5) 
die folgenden Werte, die weiteren folgen durch zyklische Ver- 
tauschung: 

I -ä — do + I ^ — da = ;- dk dl dm , 

J oua J dtha dk ' 

I II 

/ -^ — do + I 3 — do = 5^ -dkdldm, 

J dfia J dfia dl 

III IV 

/ "5 — do + l ^ — do =s ^ dk dl dm . 

J oua J dfia dvi 

V vr 

Somit ergibt der Green sehe Satz in Anwendung auf unser 
Elementarparallelepiped durch Gleichung (14) im Hinblick auf die 
Gleichungen (3) und (6): 



(6) 



I 

xX dV 



JFdkdldmxX^L=\ ^/*-^ = ^ \,-^' = -^ ^""Mdkdldm, 

^ [ ok dl dm ) ' 

d. i. aber die LAPLACEsche Differentialgleichung für das Potential 
in orthogonalen Koordinaten: 
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(7) 



JF 






(A dV 



dk 



) , ^(x4f) , ^ 



dk 



- + 



xX dV 
(JL dm 



dl 



dm 



Diese Formel (7) wurde zuerst von Lam:^ abgeleitet, jedoch in 
anderer Weise. 



§ 9. Bie Transformation der Laplace sehen Bifferentialg^leiohnng^ 
für Zylinderkoordinaten und far Polarkoordinaten. 

a) Für Zylinderkoordinaten. 



Die Transformation der Gleichung: 

Air d*V d^V , d*V 







dx* dy* dx^ 

gestaltet sich am einfachsten unter Zugrundelegung von Gleichung (7) 
des vorherigen Paragraphen. Ehe wir das zeigen, soll die Trans- 
formation jedoch direkt ausgeführt werden. 

Bei Zylinderkoordinaten (vgl. 
Fig. 21) ist: 



X ^ X 



(.. { 

Setzt man: 

(2) 



y = (> sm qp , 



Z =s p COS (p 



- 4- -—^ — A V 



dy* ' dx 
SO wird zunächst: 

(3) JF=.^^- + J,F. 

Nun ist aber: 

dV 




Fig. 21. 



also: 



dy 



dV djf^ ,dV dq> 
dg dy dg) dy 



(4) 



d*r 

dy 
ebenso: 



~dQ^ [dy) ^'dY dy^ "^ dq>* [dyj '^ 



d*V [dq>y ^ dV ÖV 

d(p dy^ 



dx' 



d(i' 



m 



d^V _ d^ (dj^y dV d*Q_ d^V 



<p^ [dxj "^ ^- "'»-'' 



d(p dx^ 



Ferner ist: 



also: 



(>^ = 3^* + ^^ tangy = ^, 



dy 



y_ 



dg __ X 
dy " q 
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und: 



Weiter ist: 



ferner: 



^ tang (p 1 



und: 



also: 



analog: 



und: 



dq) cos* 9 ' 

dtang(p _^ disingq) dqp ^ 1 rfqp _ 1 
d^ dq> dy cos* 9 dy x 

« 1 »« 

^ 1 + tang' 9 ^' 

dq> ^ C08*<p __ * 



= -cosV- rr = -Ti^ 



d<p 

dx ~~ ""'" ^ *• ~ q 

d^q> 2xy d^qi , 2yx 

T = + 



Durch Einführung der Gleichungen (4) in Gleichung (2) ergibt sich 

oder, da im Hinblick auf die zuvor berechneten Werte der Diffe- 
rentialquotienten : 

d^Q d*Q __ 1_ d*q> d*q> __ ^ 
ist, auch: 

mithin Gleichung (3): 

die LAPLACEsche Differentialgleichung in Zylinderkoordinaten. 



b) Für Polärkoordinaten. 

Schließlich wollen wir die LAPLACEsche Differentialgleichung 
noch für Polarkoordinaten ableiten. Um die Beziehung zwischen 
rechtwinkligen Koordinaten und Polarkoordinaten herzustellen, denkt 
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man sich bekanntlich einen Punkt B in der Entfernung r vom Ur- 
sprung, den wir mit // bezeichnen wollen, bezeichnet den Winkel 
von r mit der or- Achse mit & und konstruiert dann mit AB als 
Radius einen Kreisbogen, der in der Ebene ABx liegt und die 
or-Achse in Punkt C treffe; hierauf konstruiert man mit AC als 
Radius einen zweiten Kreisbogen, der in der xz-Ebene liegt. Der 
Winkel zwischen diesen beiden Kreisbögen, (p, ist dann zugleich 
der Winkel zwischen den genannten beiden Ebenen (vgl übrigens 
Fig. 11) und man hat: 

Ia: =r r cos & , 
y = r sin i?" sin 9? , 
z = r sin 0- cos (f . 

Um jetzt A V in Polarkoordinaten r, &, tp zu erhalten, braucht 

man offenbar bloß in Gleichung (5) der vorherigen Abteilung a), die 

wir ausschreiben: 

,o^ .|^_ a«F 6«F 1 ÖF 1 d^V 

^^ dx* "^ ö^« "^ ^ ö^ ■*■ Q* d(p* * 

X und Q durch r und d- zu ersetzen. Dazu hat man zunächst nach 
den Gleichungen (1) der Abteilung a) und der Abteilung b): 

y2 + r* = r* sin^ i?" =5 p* , 

r* cos^ i9- = or* , 



also: 




r^ ^ Q^ + x^; 
ferner: 




(> = r sin i9- ; ar* + y* + z^ = r* = ar* + (>* , 


tanc*- ^ dt^ng& __ l 




langer- ^; d^ - cos«^ 




Offenbar ist nun aber: 




dV _ dV dr dV d& 
dx dr dx ' di^ ' dx ' 
also* 

*ö«F ö«F/öry ÖF/d«r\ d*V ( d&V 


dV (d*& 
d^ \ dx* 


Analog wie für q, wird für r: 




dr a; d*r 1 «• 
öa; "" r ' öx* ~ r r* * 




d& _ Q d-& _ 2qx . 
öa; ~ r' ' öa?' r* ' 

TA1*n AI* • 




icriier . 

fl*r 1 ^* ö*;^ 2qx 

ö^* r r* ' dQ* ~ r* ' 




BuGHHOLz, Angewandte Mathematik. 
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Bildet man mit diesen Werten d^Fjdx^ und analog d^FjdQ^ addiert 
und zieht zusammen, so ergibt sich: 

Das sind bie beiden ersten Glieder der rechten Seite von Gleichung (2). 
Zur Berechnug des dritten Gliedes dieser Gleichung hat man: 

^__dVdi^ _dV _d» 
^^^ dif " dr ÖQ ^ d& ' dq" 

wobei: 

dr ^ Q d& _ cos'^ __ cosd" 

ist. Setzt man (3) und (4) in (2) ein^ so folgt: 

^_aF cos» dV 1 d^V 

"*■ r ör "*■ r«8lni^ d<t "^ r'sin*^ ö<p* 

oder definitiv: 

die LAPLAGEsche Differentialgleichung in Polarkoordinaten. 

Einfacher erhält man dies Resultat durch Spezialisierung des 
allgemeinen Ausdruckes (7) des vorherigen Paragraphen der Laplace- 
schen Differentialgleichung in generalisierten Koordinaten. Sei 

ar = rcosi9-, 

y = rsini^-sinqp, 

z = r sin 19* cos 9p, 

so daß Ä = r, / = y, m ^ & ist, so wird im Hinblick auf die Glei- 
chungen (14) und (21) von § 8, a): 

aTjSscosi?', y^ s=B sini9-siny , 2:^ = siniS'COsy, 

iTgSsO, yg = rsini9-co8qp , Zj =— rsini9-sinqr), 

arg = — r sini9-, y^ = r cos i9- sin qp , z^ = r co8?9-cosqp, 

^«yxj +y'3 +2:J == r. 

Auf Grund der berechneten Werte wird Gleichung (7) des vorherigen 
Paragraphen: 



r* sin d^ 



dr ^ d(p ^ d& 
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oder: 




"^ sin«* dip* "^ sin* 



d» j r« 



Soll JF^ Null sein^ so muß die Klammer verschwinden. Daraus 
ergibt sich wieder die LAPLACEsche DifTerentialgleichung in Polar- 
koordinaten: 

(5a) r*-^ + 2r-^ + ^5^j^-^ + -^ + cotg*^ = 0. 

Komplizierter ist die Spezialisierung der Laplace sehen Differential- 
gleichung für elliptische Koordinaten. 



Viertes KapiteL 

Die Poissonsche DifTerentialgleichung für das Potential. Unter- 
suchung der zweiten Derivierten des Potentials. Die allgemeinen 
Beweise von Poisson und Dirichlef für JF^^-- Antr. 

§ 10. Bas Potential einer Kugelschale und einer Vollkugel. Die 
allgemeine Poissonsche Differentialgleichung für das Potential. 

Wir behandeln zunächst die einfache Aufgabe, das Potential F 
einer Kugelschale zu bestimmen und werden sehen, daß für diesen 
speziellen Fall die LAPLACEsche DifTerentialgleichung für F erfüllt 
ist Betrachten wir dann aber den weiteren Fall der Bestimmung 
des Potentials einer Vollkugel, so wird sich das interessante Resultat 
ergeben, daB die LAPLACEsche DiflFerentialgleichung /iF^ für das 
Potential der Vollkugel nicht mehr besteht. Die tieferliegenden 
wahren Ursachen, weshalb im einen Fall die Laplace sehe Differential- 
gleichung besteht, im andern ihre Gültigkeit dagegen aufhört, werden 
bei Untersuchung der zweiten Derivierten des Potentials hinsichtlich 
ihrer Endlichkeit und Stetigkeit zutage treten. 

Um das Potential einer Hohlkugel zu bestimmen, nehmen wir 
an, daß die wirkenden Massen auf der Oberfläche dieser Kugel vom 
Radius p gleichförmig verteilt seien, und zwar sei die auf der 
Flächeneinheit liegende Masse, d. h. die Flächendichte, oj. Da die 
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Oberfläche der Kugel 4np* ist, so ist die gesamte^ auf ihr unend- 
lich dünn verteilte, wirkende Masse: 

Nun denken wir uns irgendwo außerhalb der Hoblkugel oder 
im Innern derselben den Aufpunkt J, Dann ist das Potential der 
ganzen auf der Eugelfläche liegenden wirkenden Masse auf Ä: 

do 



r 



= <«/■ 



und dies Integral ist unabhängig von der Lage des Koordinaten- 
systems, ja ein solches ist jetzt offenbar überhaupt nicht nötig. Wir 
nehmen nun an^ die Kugeloberfläche werde in unendlich viele 
Elemente, deren eines do sei, geteilt, dividieren ein jedes derselben 
durch seine Entfernung von A und fassen alle diejenigen Ober- 
flächenelemente, welche gleiche Entfernung von Ä haben, zusammen. 

Dieselben ergeben sich, 
indem man einen be- 
liebigen Hadius der 
Kugel, OB, um OA als 
Achse rotieren läßt (vgl. 
Fig. 22), so daß er eine 
Kegelfläche beschreibt, 
indem Punkt B einen 
Kreis beschreibt. Zieht 
man von B eine Senk- 
rechte auf OAj so ist 
der Radius dieses Kreises BC ^ g^mß-, also seine Peripherie 
2;K(>sini9'. Läßt man jetzt den Winkel & um das unendlich kleine 
Stück dd- wachsen, wodurch man zu Punkt I) gelangt, so ist 
BD ^ Qd&\ und läßt man weiter OJ) um OA rotieren, so erhält 
man einen zweiten Kreis. Das Linienelement BD beschreibt dabei, 
indem es um die ganze Kugel herumrotiert, eine unendlich kleine 
Zone, deren sämtliche Punkte die gleiche Entfernung BA^r von 
Ä haben. Der Umfang dieser Zone ist 2nQ%md', ihre Breite 
BD = Qdd-, also ihr Flächeninhalt, d. i. ein Oberflächenelement 
der ganzen Kugelfläche: 

do = 2nQ^QUid'd&, 

Dividiert man jedes dieser Elemente durch r und addiert alle, indem 
man, um die ganze Kugelfläche zu umfassen, die Integration von 




Fig. 22. 
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& == bis & ^ n erstreckt, so ergibt sich als Potential der Kugel- 
fiäche auf Ä: 



F^2ng^(of 



'^ Bin&d& 



Dabei ist allerdings: 







r=»rii 



ein Doppelintegral, weil do ein Flächenelement ist. In der letzteren 
Formel hat man deshalb nur ein einfaches Integral, weil die erste 
Integration durch die Erzeugung der Zone durch Rotation bereits 
geleistet ist 

Zur Ausführung der Integration drücken wir & durch r aus. 
Nun bleiben aber bei der Integration über die Kugelfläche q sowohl, 
wie der Abstand p des Punktes A vom Ursprung konstant, r und & 
aber sind variabel. Wenn man daher die Potentialfunktion be- 
rechnen will, so wird man die Lage des wirkenden Punktes als 
variabel, die Lage des Aufpunktes dagegen als konstant zu be- 
trachten haben. Sucht man dagegen die Kräfte, so ist die ganze 
Kugel konstant und die Lage des Aufpunktes als variabel zu be- 
trachten. Aus Dreieck OAB folgt: 

r* = p^ + (>* — 2p o cos & , 

also dififerentiiert, indem jetzt q und p konstant sind: 

ain&(l& dr 

mithin: 

(la) r=^^.fär=.'"l^(r,-r,), 

wobei 7'q die Entfernung des nächsten Kugelpunktes von A, und r^ 
diejenige des entferntesten vom Aufpunkt ist. Jetzt sind drei Fälle 
möglich. 

Wenn erstens der Aufpunkt A außerhalb der Kugelfiäche liegt, 
also p > Q ist, so ist r^ die größte Entfernung irgend eines Punktes 
der Kugelfläche vom Aufpunkt, also die Entfernung des vis -ä- vis 
liegenden Poles der Kugel von A: 

rj =^ AE^p + Q. 
Dagegen ist die Distanz des A am nächsten gelegenen Punktes: 
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mithin: 

also das Potential auf einen äußeren Punkt: 

j7- 4 TT (i) ^' 

^ = — T"' 

oder da: 

And) Q^ =^ M 
ist, auch: 

(1) ?; = — • 

Die Potentialfunktion hat in diesem Fall also genau den- 
selben Wert, wie wenn die gesamte Masse der Kugelober- 
fläche in deren Zentrum vereinigt wäre. 

Wenn zweitens A innerhalb der Eugelfläche liegt, also p<o 

ist, so ist (vgl. Fig. 23): 

r^^ AJE^ Q +p, 

also jetzt: 

-^1 ö"^-it^ ^ mithin das Potential: 

(2) F, = 4;rß)o.-^ = — . 

In diesem Fall ist die Potentialfunktion 
Y{^ 2S. ^^^^ S^^ nicht von der Lage des Aufpunktes 

abhängig, die durch p bestimmt wird. 
Liegt schließlich drittens Punkt Ä gerade auf der Kugel- ' 

Oberfläche selbst, in Punkt F, so \%i p^g und die Formeln der , 

beiden zuvor behandelten Fälle werden identisch: 

In diesem Fall könnte es jedoch fraglich scheinen, ob die Inte- i 

gration erlaubt ist, da jetzt fär gewisse wirkende Massen, eben die 
A unendlich benachbarten, r unendlich klein wird, während in den 
beiden vorhergehenden Fällen r stets endlich bleibt. Indes erkennt 
man sofort, daß keine Mehrdeutigkeit besteht Denn würde das 
Integral unendlich, so könnte das offenbar nur durch Massen ver- 
ursacht werden, die in unmittelbarer Nachbarschaft von Punkt A 
lägen. Konstruiert man aber auf der Hohlkugel, wie in Fig. 24 
angedeutet ist, um C als Zentrum einen Kreis mit unendlich kleinem 
Radius, der die unmittelbare Nachbarschaft von Punkt A 
definiert, wobei das Stück CT) also eine unendlich kleine Kugel- 
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kappe repräsentiert, deren Potential nach (la), wo r^ = 0, r^^AC 
und p^Q zvi setzen ist: 



AC 



VcD =«2wö> l dr = 2noj.ÄC 



ist^ so wird, wenn, wie angenommen, die Kalotte sehr klein ist, auch 
AC sehr klein^ und mithin das Potential der Kalotte mit verschwinden- 
dem Radius verschwinden; daher hat auch im Fall, daß der Aufpunkt 
auf der Hohlkugel liegt, das Potential einen endlichen Wert, da keine 
Unendlichkeitsstelle im Integral auftritt. Der allgemeine Beweis wird 
später bei Behandlung des Flächenpotentials gegeben werden. 

Zur Berechnung der auf A wirkenden Kräfte ist, wie zuvor 
dargelegt, nach den Koordinaten des Aufpunktes zu differentiieren, 
indem diese als variabel, die ganze Kugelschale hingegen als kon- 






Pig. 24. Fig. 25. Fig. 26. 

stant zu betrachten ist Seien also x, y, z die Koordinaten des Auf- 
punktes und liege erstens A außerhalb der Kugelschale (vgl. Fig. 25), 

so ist das Potential: 

M 



r^ 



also: 



(4) 



dV 
dx 

dV 

dV 

dx 



Vx* + y* + »• 
Mx 



My 
Mx 






= ^. 



V(a;« + y« + *V 

Während es bei Berechnung des Potentials bloß auf die relative 
Lage des Aufpunktes zur Kugel ankommt und ein Koordinaten- 
system gar nicht in Betracht kommt, ist dasselbe für die Bestimmung 
der Kräfte Bedingung. 

Liegt zweitens A im Innern der Eugelfläche (vgl. Fig. 26) und 
man will die Kräfte bestimmen, so sind auch wieder die wirkenden 
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Massen als konstant, d. h. M und q als konstant, dagegen der Auf- 
punkt A als yariabel zu betrachten, also, da: 

ist* 

(5)' 4r = o, 4i: = o, 4^ = 0. 

Man sieht somit, daß das Potential seinen Wert kontinuier- 
lich ändert, wenn sich der Aufpunkt von außen nach innen in die 
Hohlkugel hineinbewegt und umgekehrt. Denn außen ist das Potential 
gleich Mjpj auf der Kugelfläche und innerhalb derselben aber MIq. 
Die Kräfte dagegen machen, wie die Gleichungen (4) und (5) zeigen, 
einen plötzlichen Sprung, indem die drei Kraftkomponenten außer- 
halb der Kugelfläche endlich, innerhalb derselben hingegen Null sind. 
Wie wir später, bei Betrachtung des Flächenpotentials sehen 
werden, ist das übrigens ganz allgemein der Fall, daß, wenn der 
Aufpunkt eine mit Masse belegte mathematische Fläche passiert, 
das Potential sich zwar kontinuierlich ändert, die Kräfte hingegen 
einen endlichen Sprung im Betrage von — 4 ;r q>, wo w die Flächen- 
dichte ist, machen. 

Nun betrachten wir noch den Fall, daß eine materielle Voll- 
kugel K vom Eadius q^ vorliegt, die nach dem NEWTONSchen 
Gravitationsgesetz auf Punkt A wirkt. Um die Aufgabe allgemein 
zu behandeln, nehmen wir die Dichte <t der Kugel als variabel an 
und betrachten sie nur für alle Punkte einer und derselben Kugel- 
schale um das Zentrum als konstant. Ein beliebiger Punkt einer 
solchen konzentrischen Kugelschale sei By die Entfernung vom 
Zentrum OB = o, die Dichte (x also eine Funktion der Entfernung: 

Wieder sind zwei Hauptfälle möglich. 

Es kann nämlich erstens Punkt A außer- 
halb der Vo'Ukugel liegen, wobei seine Entfernung 
vom Zentrum A =^ p sei (vgl. Fig. 27). Dann 
können wir die Kugel in unendlich viele konzen- 
Pjg 27. trische Kugelschalen zerlegt denken, deren jede 

gleichmäßig mit Masse belegt und für deren jede 
also A ein äußerer Punkt ist. Das Potential einer jeden dieser 
Schalen ist daher: 

P 
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wobei jedoch Jf nur die gesamte auf einer Schale liegende Masse 
bedeutet. Das gesamte Potential der Vollkugel ist mithin die Summe 
der Potentiale aller dieser Schalen: 

y M 

P 

WO J/ die gesamte in der Vollkugel enthaltene Masse repräsentiert. 
Diese Masse ist aber: 

M= 4nfo^f{o)dQ, 



Wenn <t konstant, so ist, wenn Qq den Radius der Vollkugel be- 
zeichnet: 

3 

also: 

3p 

Liegt dann noch Ä auf der Oberfläche der Vollkugel, so daß Qq^P, 
80 ist: 

(6) r=^<rpK 

Liegt zweitens der Aufpunkt A im Innern der Vollkugel K 
uud ist p seine Distanz vom Zentrum 0, so konstruieren wir um 
eine Kugelfläche k vom Radius p (vgl. Fig. 28), zerlegen dadurch 
also die ganze Vollkugel in diese kleine Vollkugel und in die 
zwischen der kleinen und großen Kugelfläche gelegene Hohlkugel. 
Sei f\ das Potential der kleinen Vollkugel, F^ dasjenige der Hohl- 
kugel, so ist das Potential der Vollkugel: 

(7) F=F,+ F,. 

Indem wir nun erstens die kleine Vollkugel in lauter konzentrische 
Schalen zerlegt denken, wird Ä für alle diese Schalen ein äußerer 
Punkt, und nur bei der letzten liegt er auf ihrer Oberfläche. Daher 
ist nach dem Früheren: 

(8) r,=^^, 

WO M. aber nur die Masse der kleinen Vollkugel vom Radius p 
bedeutet 

um das Potential des von den zwei konzentrischen Kugeln be- 
grenzten Zwischenraums, d. h. der Hohlkugel, zu finden, zerlegen 
wir diesen Körper in zwei Teile, indem wir einen beliebigen Punkt ß 
in seinem Innern in der Entfernung n vom Zentrum annehmen 
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und darch B eine konzentrische Eugelfläche legen (vgl. Fig. 28). 

Denkt man sich nun q um dQ wachsen^ wodurch man zu einer 

zweiten^ der ersten unendlich 
nahen konzentrischen Kugelääche 
gelaugt, OB^Qy BC = dQ, so 
erhält man als den, zwischen 
den Kugeln vom Radius q und 
Q + dg gelegenen Baum eine 
Kugelschale, für die A ein innerer 
Punkt ist. Das Potential dieser 
Schale auf A ist daher nach der 
Formel (2): 




dM 



Fig. 28. 



wobei dM die gesamte auf dieser 
Schale liegende Masse ist Die 
Schale hat nun aber denEadius q, 
also die Oberfläche ing^ die Dicke dg, also das Volumen ^nQ^dg^ 

mithin ist ihre Masse: 

dM ^ ing^ddg, 
also ihr Potential: 

djTzss 4n(T gdg . 

Um ^2 zu finden, müssen wir über den ganzen, aus allen diesen 
Schalen gebildeten Raum integrieren, der zwischen der Oberfläche 
der kleinen Vollkugel und der Oberfläche der ganzen Vollkugel Uegt. 
Es hat nun erstere Kugelfläche den Radius p\ habe die letztere 
Kugelfläche den Radius q^, so folgt: 



also: 



^1 
Tg ^ J^nagdg, 

p 



M. kann nun aber durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt 
werden, indem man die innere kleine Kugel in unendlich riele 
Schalen zerlegt, deren eine die Masse Ang^adg hat. Durch Inte- 
gration über die ganze kleine Kugel folgt als ganze in ihr ent- 
haltene Masse: 



4;r l (TQ^dg = M., 
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Für den Fall, daß A im Innern der Vollkngel liegt, ist also das 
Potential: 

P Qi 

(9) F, = ^JtTQ^do + infcQdQ. 

p 

Im einfachsten Fall, daß (t konstant ist, folgt, da auch direkt: 
ist: 

oder wenn man den fiadius der homogenen mit Masse erfüllten 
Vollkugel mit g bezeichnet: 

(10) r, = 27t(ri)* --^Ttap^. 

Um noch aas dem Potential die Kräfte abzuleiten, ist wieder A 
als variabel zu betrachten. Liege also wieder eine beliebige Voll- 
kugel vom Radius q vor, die mit Masse von der konstanten Dichte <t 
erfüllt ist^ und sei der beliebig in ihrem Innern gelegene Aufpunkt A 
mit den Koordinaten x, y, z yariabel, seine Entfernung vom Ursprung 
OA =^ p, so ist das Potential der Kugel auf A: 

r, = 2;r (T()> - |jr (T(ar> + y« + z«), 

mithin die auf A durch die Kugel ausgeübten Kräfte: 

dV Ana 



(11) 



Ihre Resultante: 



Y ^^ _ Ana 

» dV 4an 



VW+W+^i'-^-^p 



ist also der Entfernung direkt proportional, im Zentrum dem- 
nach Null. 

Somit wirkt also eine homogene Vollkugel auf einen 
außerhalb derselben gelegenen Punkt nach dem N£WTONschen 
Gravitationsgesetz so, als ob ihre gesamteMasseimZentrum 
konzentriert wäre, auf einen Punkt in ihrem Innern hingegen 
mit einer Kraft, die der Entfernung direkt proportional ist 
Der erstere Satz ergibt die Berechtigung, daß man in der Himmels- 
mechanik die Planeten, die nahezu Kugeln sind und deren Durch- 
messer zudem noch als äußerst klein zu betrachten sind im Ver- 
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gleich zu ihrer Entfernung von der Sonne, beim Studium der trans- 
latorischen Bewegung in der Störungstheorie als materielle Punkte 
ansehen und ihre Bewegung um ihren Schwerpunkt in der Rotations- 
theorie gesondert betrachten darf. 

Nun wollen wir prüfen, ob für die im vorhergehenden be- 
rechneten speziellen Potentiale die LAPLACESche Differentialgleichung, 
die wir für das Potential allgemein abgeleitet haben, auch wirklich 
erfüllt ist. Für das Potential einer Kugelschale auf einen äußeren 

Punkt: 

M 



P 
wird: 



/1F=^MJ 



(y) 



Da aber jetzt der Eoordinatenanfang im Mittelpunkt der Kugel liegt, 

so ist: 

p2 =z x^ + y^ + z* 

und daher in der Tat: 

AV^MAi-^ =0. 

Liegt A im Innern, so war: 



^ M dV dV dV f. 



also um so mehr: 



ßty ßi^y _d^ _ ^ 



und folglich auch wieder: 

Die LAPLACESche Differentialgleichung ist also in beiden Fällen in 
der Tat erfüllt 

Ebenso ist für eine homogene Vollkugel, wenn Ä außerhalb 
derselben liegt, offenbar AV = Q. Liegt hingegen Ä in ihrem Innern, 
so folgen aus dem Potential: 

für die zweiten Derivierten die Werte: 

a«F Ann 



(12) 






Öy» 3 

d^V Ana 
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und folglich wird: 

(13) jr=-4^(T. 

Die LAPLAGEsche Differentialgleichung ist in diesem Fall 
also ungültig. 

Wir sind so den geschichtlichen Weg gegangen. Laplace 
hielt die Gleichung noch für allgemein gültig. Poibson fand dann, 
daß die Operation A auf das Potential einer VoUkugel für einen 
inneren Punkt nicht mehr anwendbar sei und yerallgemeinerte dies 
Resultat dahin, daß für das Potential eines massiven Körpers 
auf einen äußeren Punkt die LAPLACEsche DiÖerentialgleichung: 

gilt, während für das Potential eines jeden massiven Körpers auf 
einen inneren Punkt die nach ihrem Entdecker benannte PoissoNsche 
Differentialgleichung : 

l^^^ ATT 5'^ . ö'^ . ö'^ ^ 

(15) ^^=-öi^ + -öF + "ä^^""^'''' 

besteht. Indes hat Laplace mit dem eigentümlichen Blick, der dem 
Genie eigen ist, trotz seiner unrichtigen Grundannahme, bei allen 
wichtigen Untersuchungen keinen Fehler begangen, indem er in 
denjenigen Fällen, wo die Bedingung AF=Q ungültig wird, dieselbe 
ganz vermieden und andere Wege eingeschlagen hat. Darauf hin- 
gewiesen sei noch, daß A Y den Sprung im Größenbetrag von — \na 
gerade in dem Moment macht, wenn der Aufpunkt die Oberfläche 
des Körpers passiert. Auf diesen Punkt kommen wir später noch 
näher zurück. 

Fast in allen Gebieten der theoretischen Physik tritt die 
LAPLACESche Differentialgleichung auf, und zwar in reiner Form in 
der Elastizitätstheorie, femer in der mechanischen Wärmetheorie, wo 
sie den stationären Temperaturzustand darstellt; in der Hydro- 
mechanik, in der Theorie der stationären Bewegungen, die eintreten, 
wenn keine Rotation in einer Flüssigkeit vorhanden ist, tritt die 
LAPLACEsche Differentialgleichung in unreiner Form auf. Die Auf- 
lösung der LAPLACEschen Differentialgleichung, d. h. das Auffinden 
einer Funktion, die ihr genügt und gewisse Bedingungen, die vor- 
geschrieben sind, erfüllt, ist jedoch äußerst schwierig und nur für 
einige besonders einfache Räume durchführbar. Allgemein genügt 
ihr für den Raum, wie wir sahen, das Newton sehe Potential: 

r 
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Für die Ebene hingegen ist die, der Laplace sehen Differential- 
gleichung analoge Gleichung: 

Dieser Differentialgleichung, deren Auflösung mit der Theorie der 
von Carl Nbumann ausgeführten Theorie der konformen Abbildung 
zusammenhängt^ genügt, wie zum Schluß dieser Betrachtungen noch 
gezeigt werden soll, nicht das Newton sehe, sondern vielmehr das 
logarithmische Potential: 
(17) r=logr. 

Denn wenn die Laplace sehe Differentialgleichung ftir den Kaum 
vorliegt, so ist zwar, wenn r die Entfernung des Aufpunktes mit 
den Koordinaten x, y, z vom Fixpunkt Xq, y^, z^ bezeichnet: 

indes, wie leicht zu zeigen, nicht mehr: 



■ (>-)-"■ 



d. h. 1/r genügt nicht mehr der Gleichung (16), und zwar deshalb, 
weil d^Fjdz* nicht Null ist, sondern einen beliebigen Wert hat Um 
nachzuweisen, daß das Newton sehe Potential der Laplace sehen 
Differentialgleichung für die Ebene in der Tat nicht mehr genügt, 
hat man: 

'•* = (^ - ^o)' + (y - yo)S 



also: 






■•(-;) 



folglich: 






Die Laplace sehe Differentialgleichung ist also jetzt nicht mehr erfüllt. 

Indes genügt ihr in diesem Fall, wie leicht zu sehen ist, das 

logarithmische Potential: 

r=logr. 

Denn für dieses wird: 

l^l-^±(x^x) 
dx r» ^ 0^' 
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also: 



öx« "" r* *" r* ^^ ^^^ ' 



mithin in der Tat: 

(18) ^'logr = i^ + ^ = 0. 

Später werden wir, Ton anderen Gesichtspunkten ausgehend, in einem 
besonderen Kapitel kurz auf das logarithmische Potential und 
dessen geometrische Bedeutung zurückkommen. 



§11. Die Ursachen der nur bedingten Gültigkeit der Laplac eschen 

Differentialgleichang. Gültigkeitsbedingimgen fdr die Endlichkeit 

und Stetigkeit der zweiten Derivierten des Potentials. 

Im vorstehenden wurde gezeigt^ daß der LAPLACEsche Schluß, 
die Gleichung AV^ sei für jedes Potential als solches überhaupt 
allgemein gültig, unrichtig ist Es dürfte von Interesse sein, auf die 
Ursachen des Laplace sehen Irrtums näher einzugehen. Der Fehlschluß 
des großen Mathematikers und Astronomen beruht auf folgendem. 

Für r = wird bei der zweiten Ableitung die Größe unter dem 
Integralzeichen unendlich. Das Integral selbst nähert sich dann 
nicht mehr ohne weiteres einer bestimmten endlichen Grenze, und 
in diesem Fall darf man auch nicht mehr unter dem Integralzeichen 
differentiieren, was zu Laplace s Zeit noch nicht bekannt war. Mit 
anderen Worten, es ist die Vertauschung der zwei Grenz- 
übergänge — indena ja das Diflferentialzeichen die Grenze einer 
Differenz und das Integralzeichen die Grenze einer unendlichen 
Summe repräsentiert — nur noch in gewissen besonderen Fällen, 
wie wir sehen werden, erlaubt. Beim ersten Differential quotienten 
haben wir bewiesen, daß durch die unmittelbare Nachbarschaft des 
Punktes Ä, die das Unendliche in das Integral hineinbringen könnte, 
da für sie r = ist, die Integrale : 



= j— ^ und X= jdfjL 



dx 

nur verschwindend wenig affiziert werden. Die ersten Derivierten 
des Potentials dürfen wir daher unter dem Integralzeichen nehmen 
und die Gleichung: 

dx 



o i-J^-S'" 
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ist immer richtig. Für die zweiten DiflFerentialquotienten gilt 
eine solche Gleichung, wie wir später allgemein beweisen werden, 
indes nicht mehr allgemein, indem die unmittelbare Nachbarschaft 
Yon A auf das Integral: 

einen bedeutenden Einfluß ausübt.^) Bei der Gleichung: 

dx* ~" dx'^ J r 

nimmt man zuerst die durch das Integralzeichen ausgedrückte 
Limite, während man den durch das Differentialzeichen angedeuteten 
Grenzübergang erst hinterher ausführt oder vielmehr ausführen kann, 
da die erstere Größe hierzu gebildet sein muß. Bei der Gleichung: 



^=p.# 



d 



hingegen ist es gerade umgekehrt. Da nun aber, wie gesagt, beim 
zweiten Differentialquotienten die Ä unmittelbar benachbarten Punkte 
in das Integral etwas Unendliches bringen, so darf man deshalb 
für sie auch die zwei Grenzübergänge nicht mehr yertauschen und 
deshalb nicht mehr allgemein und ohne weiteres annehmen, daß: 



« ^f'-^-i'" 



r 



ist. Aus diesem Grunde gilt die LAPLACEsche Differentialgleichung 
nicht immer, nämlich allgemein dann nicht, wenn jene Yertauschung 
der zwei Grenzübergänge unerlaubt ist, was also stets der Fall ist, 
wenn das Integral Z' unendlich wird. 

Um diese Betrachtungen, ehe wir sie allgemein beweisen, an 
einem Beispiel zu veranschaulichen, sei der Ausdruck gegeben: 



^{^''^(k+i+i'+T)]'^'^' 



^) Dabei ist zu bemerken, daß nicht immer: 

dx dx* 

ist, sondern nar dann, wenn die zwei Grenzübergänge der Differentiation und 
Integration vertanschbar sind, wie die wettere Entwicklung zeigt. 
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in dem k und l beide sehr klein werden sollen. Es kann dann 
offenbar einerseits erstens / sehr klein werden, wodurch der Limes 
übergeht in: 

< 

nnd hierauf zweitens k sehr klein; so folgt: 

Dabei nahmen wir beide Größen k und / als unendlich klein an, 
aber l noch als unendlich klein gegen k 

Es kann aber auch andererseits erstens k verschwinden; so folgt: 

lim l-, — ;=- 1 = lim 7- . 

Und danach kann zweitens / verschwinden; dann wird: 

li",(TTT)-ä. 

wobei also k noch als unendlich klein gegenüber / angenommen ist 
Wenn aber k und / beide zugleich verschwindend klein werden, 
so hat obige Doppellimite keinen bestimmten Sinn, sondern den un- 
bestimmten Wert 0/0, der nur in seltenen Fällen eine bestimmte 
Größe repräsentiert. Um z. ß. / viel kleiner als k zu nehmen, setzen 
wir / = Ä* und erhalten: 

Um ( '^-t!*!-) = 7 . 

Betrachtet man dagegen k als viel kleiner wie l, setzt also k = P, 
so wird: 






Wären aber k und / vollkommen gleichwertig und würden beide 
gleichzeitig immer mehr abnehmen, so folgte: 

Genau dasselbe gilt bei unserer PotentialformeL Die Summen- 
formel: 

ist natürlich stets richtig, weil eine Summe differentiiert wird, indem 
man jeden einzelnen Summanden differentiiert. Dabei sind die Ent- 

BüCHHOLZ, Angewandte Mathematik. 6 
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femungen der wirkenden Punkte als endlich vorausgesetzt Rücken aber 
diese Massen immer näher und näher zusammen, so wird schließlich: 

wobei jedoch zuerst die Differentiation ausgeführt wird und erst 
danach die Integration. Das hat folgende Bedeutung. 

Wir denken uns beliebig viele Massen- 

P punkte^ die einen Körper diskontinuierlich er- 
füllen (vgl. Fig. 29), und sukzessive den Wert 
des Potentials F berechnet für irgend einen 
Punkt J., wo er F, sei, danach für einen 
unendlich benachbarten Punkt A^, wo er F^, 
und schließlich für einen dritten Punkt A^, 
Fig. 29. wo er F^ sei. Nehmen wir dann an, daß 

diese drei Punkte in gleichem Abstand a von- 
einander in einer zur :r -Achse parallelen Bichtung liegen, so ist 
der zweite Differentialquotient: 

Dieser Limes ist jetzt also zuerst zu nehmen, d. h. man hat zuerst 
die drei mathematischen Punkte A^, A^y A^ einander immer näher 
und näher rücken zu lassen (vgl. Fig. 29), wodurch a unendlich klein 
wird; und hat erst hierauf die Massenpunkte unter gleichzeitiger 
Verringerung ihrer Massen einander immer näher rücken zu lassen, 
so daß als Grenzzustand ein materielles Eontinuum entsteht. Be- 
zeichnet D die durchschnittliche Distanz von zwei Massenpunkten, 
so hat man also in Gleichung (3) sowohl D wie a beide als unend- 
lich klein angenommen, aber a noch unendlich vielmal kleiner als JO, 
da zuerst differentiiert und erst dann integriert worden ist. 
Hat man hingegen: 

so ist zuerst der durch das Integralzeichen angedeutete Grenzüber- 
gang vorzunehmen, d. h. man hat zuerst die wirkenden Punkte un- 
endlich nahe aneinander rücken zu lassen und erst hierauf das 
Potential von drei benachbarten Punkten zu berechnen. Dabei ist 
auch wieder D und cc unendlich klein, aber jetzt ist D noch un- 
endlich vielmal kleiner als a zu denken. 
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So wird beispielsweise für eine Vollkugel, wenn man zuerst 
differentiiert: 



{'•{t] . »•(^) . Ht)] 



und wenn man nun integriert: 



-0, 



(4) jd(i 



(a.(|) ..(f) a.(l) 



+ -^^rf^ + -T^7T^ =0. 



Führt man hingegen die Integration /dfi/r zuerst aus und diffe- 
rentiiert dann zweimal nach x, y, z, so folgt durch Addition: 

Diese Kollision zwischen den zwei Limiten kann nun aber, wie 
bereits angedeutet, nur in der unmittelbaren Nachbarschaft des 
Aufpunktes stattfinden, wo r = wird, und daher hat man folgende 
Regel: wenn alle Glieder, die sich auf die unmittelbare Umgebung 
des Aufpunktes beziehen, verschwinden, so ist die Differentiation 
unter dem Integralzeichen erlaubt, weil dann das Integral X' end- 
lich bleibt. Liefern diese Glieder indes etwas Endliches oder gar 
Unendliches in das Integral X', so ist die Differentiation unter dem 
Integralzeichen verdächtig; mehr kann man von vornherein auch 
nicht sagen. Nun definierten wir ja: 



r= f-^ = CiAl 



Zu diesem Integral liefert, wie wir früher bewiesen haben, die un- 
mittelbare Nachbarschaft des im Körper gelegenen Aufpunktes, für 
die r =e ist, nur Verschwindendes hinzu. Das gleiche galt von 
den ersten Deri vierten und deshalb ist: 

er - ^'^ 



=/., - (^) 



dx J ^ dx 

eine erlaubte Operation. Daraus folgt, daß die vier Größen: 

^ ÖT ÖF ÖF 
^' öx' dy' dx 

für das ganze Innere eines massiven Körpers kontinuierliche 
Funktionen sein müssen, d. h. daß sie sich unendlich wenig ändern, 

wenn man ein unendlich kleines Stück im Körper weitergeht. (Für 

•» 

das Äußere eines Körpers, wo r nicht Null wird, gilt das eo ipso.) 
Und das folgt also deshalb, weil der Nullwert von r bei den ge- 

6* 
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nannten vier Integralen gar nicht in Betracht kommt, eben weil 
die unmittelbare Nachbarschaft des Aufpunktes, für die r = wird, 
wie bewiesen wurde, nur verschwindend Kleines in die vier Inte- 
grale hineinbringt Aus diesem Grunde bleiben diese Integrale 
immer endlich. Ebenso verhält es sich natürlich, wenn der Auf- 
punkt die Oberfläche eines Körpers passiert. Auch dann noch 
bleibt das Potential eine kontinuierliche Funktion von x^y^z. 
Denn auch in diesem Fall trägt das unendlich kleine Gebiet in 
der Umgebung des auf der Umgrenzungsfläche des Körpers ge- 
legenen Punktes zum Integral: 

für r = wieder nur unendlich wenig bei, wie in § 6 allgemein 
bewiesen wurde, und kann deshalb unbeachtet bleiben. Und ebenso 
ändern sich die ersten Ableitungen des Potentials, d. h. die Kräfte 
stetig, wenn der Aufpunkt die Oberfläche eines Körpers passiert 

Dagegen machen, wie wir bei Behandlung des Flächenpotentials 
sehen werden, beim Durchgang des Aufpunktes durch eine mit 
Masse belegte mathematische Fläche die normalen Kraft- 
komponenten einen plötzlichen Sprung, sind dann also keine 
stetigen Funktionen von x, y, 2 mehr, während sich das Potential 
selbst auch in diesem Fall noch kontinuierlich ändert Am Beispiel 
der Hohlkugel sahen wir bereits, daß die Kräfte der mit Masse 
belegt gedachten Kugeloberfläche auf einen äußeren Punkt stets 
endlich, auf einen inneren Punkt aber stets und überall, wie nahe 
derselbe auch an die Oberfläche herankommen mag, Null waren. 
Allgemein machen die Kräfte, wie wir später beweisen werden, wenn 
der Aufpunkt eine mit Masse belegte mathematische Fläche 
passiert, einen endlichen Sprung im Betrag von — 47rcö, wo o) die 
Flächendichte ist 

Das gilt jedoch, wie wohl zu unterscheiden ist, nicht von der 
Umgrenzungsfläche eines Körpers; denn eine solche darf man 
nicht als eine mit Masse belegte mathematische Fläche be- 
trachten, sondern vielmehr als eine Fläche, deren Dichte 0? Null 
ist, schon weil man sonst die Dichte im Innern des Körpers als 
unendlich annehmen müßte, was ungereimt ist Denn offenbar kann 
die Flächendichte auf einer Fläche nur dann endlich sein, wenn 
die Volumdichte daselbst unendlich wird, weil, wenn auf einem 
Flächenelement eine endliche Masse liegt, in einem Volumelement 
eine unendliche Masse liegen müßte, da das Volumelement eine von 
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unendlich vielen Flächen gebildete Schicht repräsentiert. In unserem 
Körper sollte aber bis zur Oberfläche die Volumdichte endlich sein. 
Daher kann die Oberfläche keine endliche Flächendichte 
haben. 

Während das Potential und seine ersten Derivierten — voraus- 
gesetzt immer das NEwroNsche Gravitationsgesetz, für welches 
ja die Eräftefunktion als Potential definiert ist — stets endliche 
und stetige Funktionen der Koordinaten des Aufpunktes sind, auch 
wenn derselbe von außen in das Innere eines massiven Körpers 
übergeht y haben die zweiten Derivierten diese Eigenschaften nur 
noch in gewissen bestimmten Ausnahmefällen. Um zu erkennen, 
wie sich bei den zweiten Ableitungen des Potentials die Punkte in 
unmittelbarer Nachbarschaft des Aufpunktes verhalten, beziehen wir 
den beliebigen massiven Körper K auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem und denken uns irgendwo in seinem Innern den Auf- 
punkt. Sind dann |, ?;, ^ die Koordinaten eines Volumelementes d^i, 
also! 

80 wird der Wert des zu untersuchenden Integrals zunächst: 

"Tri. Cj.a 1 , 8(x-fi» 



(6) 



fdf, 



=/rf^{-i,+ 



) 



Die jetzt zu betrachtende unmittelbare Nachbarschaft des im 
Innern unseres Körpers gelegenen Aufpunktes A wollen wir dadurch 
abgrenzen^ daß wir um Ä einen 
ganz beliebigen, jedoch unendlich 
kleinen Körper k konstruiert den- 
ken (vgl. Fig. 30). Denselben zer- 
legen wir in Volumelemente, in- 
dem wir zunächst durch A eine 
Parallele zur ar- Achse ziehen; 
sodann nehmen wir irgend einen 
Punkt B in der Entfernung r von 
A an, der charakterisiert ist durch 
den Winkel & von AB mit der 
jr'- Achse, und durch den Winkel qp, 
den die Ebenen durch die beiden 

Geraden AB und Ax mit der orz- Ebene bilden. Dieser Winkel 
ist zugleich auch derjenige zwischen den größten Kreisen auf einer 
Eugel vom Radius r um A, von denen der eine durch den Schnitt- 




Fig. so. 
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punkt C der ar'- Achse mit der Kugel und durch Punkt B geht; der 
andere geht gleichfalls durch C" und ist parallel zur ir^zr-Ebene. 

um nun ein Yolumelement des Körpers k zu erhalten, lassen 
wir erstens r um dr wachsen, dagegen & und ip konstant; so folgt 
BC=dr. Zweitens nehmen wir an, es wachse bloß & um dd-, 
während r und (p konstant bleiben; so gelangt man von Punkt B 
nach JD und erhält B B ^rd&. Schließlich wachse qp um rfqp, 
wenn r und & konstant bleiben; so gelangt man Yon Punkt B nach 
Punkt E und erhält B E ^ r^ixid' d(p. Konstruiert man nun das 
Parallelepiped aus den drei Seiten BC^ BJ), B E, so repräsentiert 
dessen Volumen das gesuchte Yolumelement des Körpers k: 

dr = r^ sin & dr dO- dcp , 
oder, da: 

dpi ^ adr 

ist, so ist ein Massenelement: 

dfjL =s fTr^ sin & dr dd' dcp . 

Da nun, wenn |, t], f die Koordinaten von B und x, y, z die- 
jenigen Yon A sind: 

I — ;r = r cos & , 
also: 

{x - D» = r» cos« ö- 

ist, so wird der zu untersuchende Integral wert: 



wo R die Entfernung des Aufpunktes Ä von der Grenze des Körpers K 
ist; oder auch: 



rf« IDi 2.-Z n 



W I ^/^-TT^^j ^Vj 8ini9'(- 1 +3cos^9-).e/, 



wobei: 



(8) / = / 



ffdr 



r 




gesetzt ist. 

Hat nun die Dichte (7, wie wir annehmen wollen, in Punkt A 
und in dessen unmittelbarer Umgebung einen endlichen Wert, so 
hat sie jedenfalls an irgend einer Stelle einen kleinsten Wert (Tj^ und 
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an einer andern Stelle einen größten Wert a . Dann also ist sicher 
einerseits; 



und andererseits: 



J^ = ZÄ _ /O = 00 



I trägt jetzt die unmittelbare Umgebung des Aufpanktös sehr 
ir Integration bei und es wird für dieselbe: 



/■'''" 



(9) 

Zur geometrischen Yersinntichung von 10 im jetzigen Fall 
denken mt uns um den Äufpunkt A eine ganz beliebige, aber un- 
endlich kleine geschloasene Fläche F ge- 
legt, und hierauf um diese eine zweite 
gleichfalls geschlossene tind unendlich 
kleine, jedoch anendlich vielinal größere 
Fläche F', als die erste konstruiert (ygl. 
Fig. 31). Hierauf denken wir von A 
eine beliebige Gerade gezogen, die beide 
Flächen trifTt, und bezeichnen mit R die 
Entfernung des Schnittpunktes der ersten /C^ 
Fläche mit dieser Geraden von A und Fig. 81. 

mit i den Abstand des Schnittpunktes 

mit der zweiten Fläche von A. Dann sind die Glieder, welche der 
schraf&erte Raum zwischen beiden Flächen in das Integral (9) liefert^ 
gegeben durch: 




fdr 



IL - IE. 



Wie man siebt, kommt es jetzt also darauf an, in welchem Verhältnis 
diese beiden Flächen stehen, und wenn man die innere Fläche*^ 
von einer viel höheren Ordnung unendlich klein aufaßt, als die 
äußere Fläche F', so wird die Differenz: 
lL-lR=<x>. 
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Aus diesem Grunde ist jetzt nicht mehr: 



^/^-/^"^ 



vielmehr hat man zuerst F direkt zu bestimmen, d. h. erst zu integrieren 
und danach erst durch zweimalige Differentiation die Größe rechts 
zu finden^ anstatt umgekehrt^ bequemer^ diese direkt zu bilden^ durch 
vorherige Differentiation unter dem Integralzeichen, Im allgemeinen 
ist aber die direkte Bestimmung von V nicht möglich, und daher 
sind zur Bestimmung der zweiten Differentialquotienten, will man 
dieselbe allgemein durchfuhren^ wie das zum allgemeinen Beweis der 
PoissoNschen Gleichung, die wir bisher ja nur in einem speziellen 
Beispiel erfüllt sahen., nötig ist, besondere Kunstgriffe anzuwenden, 
die PoissoN und nach ihm, wie wir zeigen werden, in vollkommenerer 
Weise Dieichlet gegeben hat. 

Zunächst wollen wir jedoch noch gewisse spezielle Fälle ins 
Auge fassen, in denen die zweiten Derivierten des Potentials in der 
Tat> wie die ersten Derivierten, endliche und stetige Funktionen der 
Koordinaten des Aufpunktes sind. Wäre nämlich z. B die Dichte g 
im Aufpunkt selbst gleich Null, (t^ = 0, und wäre sie in unmittel- 
barer Nachbarschaft von A, in Punkt JS, unendlich klein von der 
Ordnung der Entfernung r 7^ AB\ 

(10) ^^=r./-(.^,9P), I 

wo r endlich ist, so wäre, wie sofort ersichtlich, die Differentiation 
unter dem Integralzeichen in der Tat erlaubt. Denn durch Ein- 
setzen dieses Wertes der Dichte folgte: 





oder, da bei der Integration nach r die Winkel d- und (f konstant sind: 

R 

J = ([d-, (p)Jdr = R . f{&, cp) . 

Also verschwindet J mit abnehmendem B, das selbst als verschwindend 
klein angenommen wurde, während f{&,(f) endlich ist; somit trägt 
die unmittelbare Umgebung von A in diesem Fall zur Integration 
in der Tat nur unendlich wenig bei und die Differentiation unter 
dem Integralzeichen ist also erlaubt. Dasselbe wäre noch der Fall für: 

(11) a = r»./-(*,qp), <T^r\f[x%cf) 
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und ebenso für: 

(12) CT = l/T/XÖ-, 9) , C7 = ]/Vf[&, qp) , (T = y^a», (p) . 
Nicht mehr aber z. B. für: 

(13) a^J-f[d;cp), <7 = -^/-(*,<^). 

Während in den beiden ersteren speziellen Fällen und wenn der 
Aafpunkt außerhalb des massiven Körpers liegt, da dann die 
DiiFerentiation unter dem Integralzeichen erlaubt ist, direkt: 



AF 



^fd^ 



H^ , -(I) 



"• ;i-,« " "T ;3*« I ■" ^ 




öa;* dy* dx^ 

ist, sind im übrigen zur Berechnung der zweiten Derivierten des 
Potentials und von JF, wie schon erwähnt, besondere Kunstgriffe 
anzuwenden. Denn schon in dem Fall, daß <t = {^ / Ir) f{&, (p) ist, etc., 
wurde ja: 



■'=fdf, 



ö«' 



im ganzen Innern des Körpers unendlich und die Differentiation 
unter dem Integralzeichen eben infolgedessen unerlaubt 

Man erkennt jetzt auch, daß aus der Endlichkeit von: 



X 



= !'^''-l 



(f) 



noch nicht geschlossen werden darf, daß diese Größe nun auch zum 
zweitenmal unter dem Integralzeichen differentiiert werden darf, ein 
Schluß, auf den man verfallen könnte, nachdem gezeigt ist, daß: 

stets endlich und stetig und: 



-U^ 



dx 

ist. Denn bei der Größe X durfte ja die Differentiation unter dem 
Integralzeichen nicht deshalb stattfinden, weil 

stets endlich ist, sondern nur und allein deshalb, weil das Integral: 
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sellbst endlich war in allen Fällen. Das Integral: 

aber ist für das Äußere eines Körpers stets eine endliche Funktion 
von X, y, z, für sein Inneres hingegen, wie wir sahen, nur noch in 
Ausnahmefällen, und nur für diese ist die Differentiation unter dem 
Integralzeichen noch eine erlaubte Operation. Wir wollen jetzt 
zeigen, auf welchem Wege Poisson und Dihichlet auch für diejenigen 
Fälle, wo die Integrale: 

unendlich werden, den allgemeinen Beweis erbracht haben, daß die 
Gleichung: 

für das Innere eines massiven Körpers doch noch besteht 



§12. Foissons allgemeiner Beweis der Qleichung^ AF^-- Ana, 

Wir betrachten zuerst den Fall, daß ein ganz beliebiger Körper 
gleichmäßig von Masse erfüllt, also ^ konstant sei. Das Potential 
dieses Körpers auf einen inneren Punkt ist dann allgemein: 

Zur Berechnung von V denkt sich Poisson den wirkenden Körper 
in zwei Teile zerlegt, indem er um Ä eine ganz beliebige Kugel 
konstruiert, welche nur die eine Bedingung zu erfüllen hat, ganz 
innerhalb des wirkenden Körpers zu liegen, was offenbar stets dann 
möglich ist, wenn der Aufpunkt nicht im Rande des Körpers selbst 
liegt, in welchem Fall die Poisson sehe Gleichung gegenstandslos ist, 
da auf der Umgrenzung des Körpers keine bestimmte Volumdichte 
herrscht Denn die Dichte ist ja der Grenzwert des Quotienten 
„Masse durch Volumen'^ Läge aber der Punkt auf der Begrenzung 
des Körpers selbst, so bestünde offenbar das Volumelement aus 
massivem und aus leerem Raum, und daher würde der Wert des 
obigen Quotienten unbestimmt. 

Daß die Poisson sehe Gleichung für die Ober fache des 
Körpers selbst nicht mehr besteht, ersieht man übrigens auch 
aus dem Verhalten der zweiten Derivierten des Potentials in einem 
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bestimmten Falle. Denn für das Innere einer Vollkugel mit 
konstanter Dichte a ist: 

Ji. — •"" — ^ ■ X 

und: 

dX _ 471 CT 

Für das Äußere einer Vollkugel Yom Radius R ist: 

und: 

dX 



4 p. / 1 8a?»\ 



da; 

Auf der Oberfläche, wo r = Ä ist, aber wird dieser Wert: 

dX 4 . 4ffa«» 

= ^^ö" + 



Der zweite Differentialquotient des Potentials springt also beim 
Passieren der Körperoberfläche um 4nax^lli\ so daß man un- 
mittelbar auf der Eörperoberfläche von keinem zweiten Differential- 
quotienten mehr sprechen kann. Auch aus diesem Grunde gilt die 
PoissoNSche Gleichung für die Grenzfläche des Körpers selbst 
nicht mehr. 

Bezeichnet nun ^ das Potential der Kugel auf Ä und V^ das- 
jenige des übrigen wirkenden Körpers, so ist: 

Nach Gleichung (10) von § 10 ist aber: 

wobei Q der Radius einer beliebigen Kugelschale ist und der Koordi- 
natenanfang im Kugelzentrum liegt Mithin wird: 

ö*F; Ana 



dx^ 




3 


ö«F, 




4n ff 


dy* 


^^ ^"" 


3 


ö'Fi 




471 ff 


dx^ 


«^^» ^"^i* 


3 



folglich: 

(3) AF^=-4niT. 

Da aber F^ das Potential einer Masse ist, fOr die i^ außerhalb 
liegt, so ist 

(4) AF.^O 
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und mithin gilt für einen Körper von beliebiger Gestalt mit kon- 
stanter Dichte der PoissoNsche Satz: 

(5) ^r= -4:;r^. 

Ist der wirkende Körper nicht gleichmäßig mit Masse erfüllt, 
die Dichte g also von Punkt zu Punkt variabel, so ist das Potential, 
wenn der Aufpunkt A irgendwo im Innern des Körpers liegt: 

(6) r^Jjll^fJLAL, 

wo o", als die variable Dichte eines beliebigen Volumelementes, jetzt 
also nicht mehr vor das Integralzeichen treten darf. In diesem Fall 
nehmen wir unsere Zuflucht zu dem Kunstgriff, das Integral: 



-/ 



<T^dt 



r 

in dem o*^ die in Punkt A herrschende Dichte bezeichnet, additiv 
und subtraktiv zu F hinzuzufügen. So folgt: 

Auf das erste der beiden letzten Integrale aber können wir jetzt 
den zuvor abgeleiteten Satz anwenden, da es offenbar das Potential 
des Körpers vorstellt, wenn dessen Dichte nicht o", sondern: 

wäre, wobei in A selbst -5*= ist. Also wird: 

(8) r, = l^-i . 

Nun denken wir uns einen beliebigen Punkt B in der Ent- 
fernung r von Aj nahe bei A. Die beiden Polarwinkel, welche die 
Richtung dieser Distanz r bestimmen, seien wie früher & und <p, 
und z,j/^z seien die Koordinaten von A; o* sei die Dichte in Punkt B. 
Dieselbe wird also irgend eine Funktion der Koordinaten von B sein: 

Ö-J9 = y {x, y, z') . 

Die Koordinaten von B werden sich dann nur wenig von den 
Koordinaten von A unterscheiden und haben die Werte: 

X ^ X -\- r cos & y 

y' = y + r sin i?" sin qp , 

z' = z + r sin iS" cos tf . 



§ 12] Viertes Kapitel. Die PoissoNsche Differentialgleichang usw. 93 

Die Dichte in Punkt B wird demnach: 

(Tb = (f{x + r cos d-, y + r%m& sin qp, z + r^md- cos qp) 
oder nach dem Taylor sehen Satze: 

(7b = qp (x, y, 2r) + r I ^ cos i9- + ^ sin * sin qp + ^ sin i9- cos 9? + . . . | . 

Ist nun die Dichte in unmittelbarer Umgebung von Ä eine 
kontinuierliche Größe, so sind auch dtp/dx, dq)jdy^ d(pjdz end- 
liche Größen und folglich das Klammerglied der rechten Seite von 
(Jb eine endliche Funktion der zwei Polarwinkel & und qp: 

(9) (TB = frA + r.f{r,d,(p)y 

wobei f{ry&,(p) für yerschwindendes r endlich bleibt. Da also: 

2b^ (Tb — (^A^ r'f{r,&,(p) 
ist, so erfüllt ^ in der Tat die vorausgesetzten Bedingungen: in 
Punkt A selbst ist 2! Null ; fOr einen in unmittelbarer Nähe von Ä 
gelegenen Punkt wird SS unendlich klein wie r. Im letzteren Fall 
aber trägt, wie früher bewiesen, die unmittelbare Umgebung von A 
nur verschwindend wenig zu den Integralen: 






r=/2^r 






d 



11) 

dv* 

•(7) 



bei; die Differentiation unter dem Integralzeichen ist also erlaubt 
und daher wird: 

(10) AV^^O. 
Femer ist: 

das Potential des Körpers auf J, wenn seine Dichte in irgend 
einem Yolumelement nicht o", sondern o-^ wäre, d. h. wenn die Dichte 
überall gerade so groß wäre, wie in A selbst; d. h. F^ wäre das 
Potential eines Körpers, in dem überall dieselbe konstante Dichte ga 
herrscht, und folglich wird: 

(11) ^2 = -4^^^» 
also, da: 
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und: 

aber: 

j r, = 0, 

ist: 

(12) jr=-4i;rö-^, 

womit der PoissoNSche Satz auch für den Fall bewiesen ist, daß 
der wirkende Körper nicht gleichmäßig mit Masse erfüllt ist. Je 
nach der Lage des Aufpunktes hat aber in diesem Fall J F ganz 
Yerschiedene Werte, da a variabel ist. 
Den Laplace sehen Satz: 

können wir mithin als einen Spezialfall des Poissok sehen Satzes 
auffassen. Denn nimmt man A außerhalb des wirkenden Körpers 
an, und denkt sich, der Körper habe in A die Dichte Null, indem 
man ihn vergrößert denkt, so wird a^ « und folglich: 

(13) JF 4jrc7^ = 0, 

d. i. die Laplace sehe Di£ferentialgleichung. 

§13. Der allg^emeinste Beweis der Foissonschen Gleichung nach 

Dirichlet. 

Der PoissoNsche Satz ist durch die vorstehenden Schlüsse indes 
immer noch nicht völlig allgemein bewiesen. Denn wir haben (Ta 
nicht bloß als eine kontinuierliche Funktion vorausgesetzt ^ sondern 
auch als eine Funktion, die nach dem Taylob sehen Satze ent- 
wickelbar ist. Kontinuierlich ist die Funktion ja, wenn sie nur 
unendlich wenig wächst, wenn man unendlich wenig im Raum weiter- 
geht. Nun kann aber die Funktion o* kontinuierlich sein, ihre ersten 
Differentialquotienten aber nicht mehr. Dann wird die Funktion 
selbst also auch nicht mehr nach dem TAYLOBschen Satze ent- 
wickelbar sein; trotzdem aber bleibt der zuvor gegebene Beweis 
unter umständen noch gültig. Die Voraussetzung für die Taylob sehe 
Entwickelung war ja, daß {(Tß—tT^lr für verschwindendes r nicht 
unendlich wird. Diese Entwickelung ist indes nicht mehr möglich, 
wenn: 



^B- ^J , ^B- ^A ' 



'A j ^B "A 

— , oder wenn: — j^z — usw. 



für verschwindendes r endlich bleibt. 
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Doch ist a auch in diesen Fällen noch kontinuierlich und der 
zuvor gegehene Beweis hehält seine Gültigkeit [vgl. die Formeln (12)^ 
§11]. Nur für den praktisch kaum vorkommenden Fall^ daß z. B.: 

wäre [vgl. Formel (13), § 11], gilt der gegebene Beweis nicht mehr, 
da dann nicht mehr erwiesen ist, daß die Differentiation unter 
dem Integralzeichen erlaubt ist. Der PoissoNsche Satz gilt 
indes auch dann noch. Erst wenn die Dichte sich beim Übergang 
von Ä zu einem unendlich benachbarten Punkt um ein endliches 
Stück, also sprungweis ändert, gilt der PoissONSche Satz nicht 
mehr. Für die ganz subtilen Ausnahmefälle wie: 

die praktisch (für die theoretische Physik und die theoretische Astro- 
nomie) gegenstandslos sind und mehr ein mathematisches Kuriosum 
darstellen, hat Dirichlet, fußend auf eiuem potentialtheoretischen 
Satz von Gauss, den ganz allgemeinen Beweis geliefert: daß über- 
haupt für das Innere jedes massiven Körpers, wenn seine Dichte 
sich nur nicht sprungweis ändert, immer Poissons Satz gilt. Der 
Weg, den wir für diesen Nachweis einschlagen, ist ein komplizierter 
und gekünstelter, führt indes zum angestrebten Resultat 

a) Der Hilfssatz von Gauss. 

Wir denken uns einen beliebigen Körper, der durch eine be- 
liebige geschlossene Fläche T begrenzt ist, die gleichförmig mit 
Masse von der Dichte l/A* belegt sei, wo k^ die im Newton sehen 
Gravitationsgesetz : 



r« 



auftretende „Gauss sehe Konstante^' ist. Hat dann irgend ein EHement 
dieser Oberfläche, das in Fig. 32 als Kurvenstück AB erscheint, 
den Flächeninhat do, so ist seine Masse 



J»'=a TT do . 



Femer denken wir uns zunächst im Innern des Körpers einen 
einzelnen Massenpunkt (7, in dem die Masse (i konzentriert sei, 
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welche auf jedes Massenelement der Oberfläche T nach dem Nbwtok- 
schen G-ravitationsgesetz wirke, so daß also n auf do mit einer Kraft 

wirkt, deren Intensität: 




P = 



*'-(^H'" 



__ fido 



Fig. 32. 



ist, wobei die Kraft die Richtung der 
Entfernung ÄC = r hat. Die senk- 
recht auf dem Flächenelement do 
stehende Komponente AN ^ dN^ 
dieser Oesamtkraft ist: 

^J^cos{r,AN)r=.d^ 



r 



Dabei betrachten wir diese Komponente als positiv, wenn sie in das 
Innere des Körpers T hineingerichtet ist. Der Fall, daß sie nach 
außen gerichtet und folglich negativ ist, wird für einige Oberflächen- 
teile des Körpers stets dann eintreten, wenn C außerhalb des 
Körpers liegt. 

Den Ausdruck dN. denken wir uns nun für jedes Oberflächen- 
element der ganzen Fläche T gebildet und dann alle diese Werte 
summiert. Das so entstehende Integral bezeichnen wir mit Vf^^Tj zum 
Zeichen, daß es sich auf die Masse fi und die Fläche T bezieht: 



(1) 



V^,T == f^'f 



do C08 (r, Ä N) 



Dies Integral gerade hat Qauss deshalb berechnet, weil es auf 
einen sehr einfachen Ausdruck führt. Denn denkt man zuerst alle 
Punkte des Oberflächenelementes do mit Punkt C durch Geraden 
verbunden, so resultiert ein unendlich schmaler Kegel, in Fig. 32 
durch ACB angedeutet, dessen Spitze in C liegt und dessen Basis, 
in der Figur durch AB angedeutet, im allgemeinen schief steht 
zur Kegelachse. Denkt man diesen Kegel in Punkt A durch einen 
senkrechten Schnitt AJD geschnitten, so wird die so entstehende 
unendlich kleine Fläche, deren Inhalt wir mit df bezeichnen: 

df = do cos [doj df) , 

oder, da AN ^do und r ± df ist, auch: 

(2) ±df^ do cos {r, AN). 
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Dabei rechnen wir do stets als positiv, cos(r, ^iV") aber ist negativ, 
wenn der Winkel zwischen r und AN em stumpfer ist Wenn wir 
nun das Flächenelement df auch stets als positiv betrachten, so hat 
man in (2) das obere Vorzeichen zu nehmen, wenn die Kraft nach 
innen gerichtet ist, das untere, wenn sie nach außen wirkt Die 
Kraft wirkt nun aber stets nach der Spitze des Kegels. Daher 
können wir auch sagen: wenn die Richtung der Kraft gegen die 
Spitze des Kegels nach innen geht, so gilt das positive Zeichen 
bei dfy wenn sie nach außen gerichtet ist^ das negative Zeichen. 

Denkt man sich nun weiter um Punkt C eine unendlich kleine 
Kugel beschrieben, deren Radius wir als die Einheit definieren, so 
wird der unendlich schmale Kegel aus dieser Kugel offenbar ein 
Flächenelement herausschneiden, das wir mit dtp bezeichnen, in 
Figur 32 durch das Linienstück EF angedeutet Da aber der 
Kegel die Kugel senkrecht schneidet, so steht d(p senkrecht zur 
Kegelachse; dasselbe gilt von df, und daher wachsen diese beiden 
Flächen im quadratischen Verhältnis der Entfernung von 
der Kegelspitze. Folglich verhält sich, da dtp die Entfernung 1 
und df den Abstand r von der Spitze hat: 

d(p: df^ 1 :r* 
und mithin ist: 

oder: 

(3) ±d<f= '^o°«"'^(n^^, 

wobei auch dtp wieder stets als positiv betrachtet wird, und das 
obere Vorzeichen zu nehmen ist, wenn die Richtung der Kraft gegen 
die Spitze des Kegels nach innen gerichtet ist Da nun aber dtp 
gerade die Größe unter dem Integralzeichen im Ausdruck (1) ist, so 
wird derselbe: 

(4) v^T^ l^j ±dtp. 

Jetzt sind offenbar drei Fälle möglich, indem Punkt C sowohl 
innerhalb wie außerhalb, wie schließlich auf der Fläche T liegen kann, 
wobei wir diese Fläche von solcher Gestalt voraussetzen wollen, daß 
jede gerade Linie sie nur in zwei Punkten trifft Liegt erstens C 
ganz innerhalb der Fläche 7, so i^ die Kraft stets in das Innere 
gerichtet und folglich ist dann: 

Vf,, T = (ijdrp , 
Buchholz, Angewandte Mathematik. 7 
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wobei das Integral durch Integration über alle Flächenelemente der 
Fläche T zu finden ist. Dabei summiert man zugleich die sämt- 
lichen Flächenelemente der ganzen Kugel ^ erhält also deren Ober- 
fläche, die gleich An ist, so daß in diesem Fall: 

(5) Vf,^T=^nfi 

wird. Dabei könnte übrigens die Kugel auch zum Teil aus der 
Fläche T heraustreten, da die Proportion: 

d(p :df= 1 : r* 

auch noch für r < 1 gilt 

Liegt zweitens die Masse fi gerade auf der Oberfläche T 
selbst (vgl. Fig. 33), so denken wir auch wieder die unendlich kleine 

Kugel vom Radius 1 um das Flächen- 
element fx, d. h. um Punkt C konstruiert, 
wobei wir aber zunächst voraussetzen, 
daß die Fläche T in Punkt C keine Kante 
oder Spitze habe. Auch jetzt wieder ist 
jedes d(p positiv zu nehmen; bei der 
Integration über 7 umfaßt mau jetzt aber 
bloß die unschraffierte Halbkugel, die 
Pj^ 33 man erhält, wenn man die Tangential- 

ebene MM' in C an die Fläche T 
gelegt denkt Die der Fläche T abgewandte schraffierte Halb- 
kugel umfaßt man jetzt bei der Integration natürlich nicht, wäh- 
rend das Halbkugelstück zwischen der Tangentialebene und der 
Fläche T offenbar nicht als die innere Halbkugel verkleinernd in 
Betracht kommt, somlern vielmehr mitzunehmen ist^ da jeder Punkt 
dieses Halbkugelstückes betrachtet werden kann als Projektion eines 
Punktes des innerhalb der Kugel gelegenen Teiles der Fläche T. 
Im Punkt C selbst aber wird die Kraft unendlich, da r = wird, 
und es ist daher fraglich^ ob das Gauss sehe Integral in diesem 
Fall noch einen Sinn hat Wir werden indes später, bei Behand- 
lung des Flächenpotentials, nachweisen (vgl S. 107], daß die un- 
mittelbare Nachbarschaft des Punktes auf der Fläche zum 
Gauss sehen Integral nur unendlich wenig beiträgt, wodurch dann erst 
der Beweis des Gauss sehen Satzes vollendet wird. Es wird daher jetzt: 

(6) v^,r=2;rjti. 

Noch kleinere Werte würde v^^ x annehmen, wenn die Fläche T 
eine Kante oder Spitze besäße, in der C gerade liegen würde. Wäre 
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Zweieck = " ' = 2a, 



z. B. T ein rechtwinkliges Parallelepiped (vgl. Fig. 34] und Punkt C 
läge gerade auf einer Kante, so würde das Parallelepiped aus einer 
E^heitskugel um C offenbar bloß den 
vierten Teil herausschneiden, bei der Inte- 
gration über das ganze Parallelepiped. Eis 
wäre dann also: 

Im allgemeineren Fall, wenn der Kanten- „. 

Winkel nicht wie beim rechtwinkligen Par- 
allelepiped ein rechter, sondern wenn er gleich a ist^ verhält sich: 

a:2n == Zweieckfläche : ganzen Kugelfläche, 
also: 

mithin: 

(6a) ^ft,T == 2a fA. 

Läge C gerade auf einer Ecke des rechtwinkligen Parallelepipeds, 
so schnitte dasselbe bei der Integration über seine sechs Seiten- 
flächen, wie leicht zu sehen, nur den achten Teil aus der Kugel vom 
Radius 1 heraus, so daß: 
(6 b) f.^^r = -J^ 

wird, da der körperliche Winkel Ys ^^^ 4;r ist Bezeichnet ß den 
Flächeninhalt des zur Elcke gehörenden sphärischen Dreiecks auf 
der Mnheitskugel, so gibt/7/4;r an, der wievielte Teil die sphärische 
Dreiecksfläche von der ganzen 
Kugelfläche ist, und wir erhalten 
für diesen Fall: 

Liegt drittens Punkt C 
ganz außerhalb der Fläche T, 
so wird, wenn man wieder die 
Kugel vom Radius 1 um C kon- 
struiert, ein Teil von T das 
positive Zeichen erfordern, ein 
anderer Teil aber ein negatives 
Zeichen. Die Grenze dieser 
beiden Teile erhält man, indem man den Tangentialkegel von C an 7 
gelegt denkt; in Fig. 35 durch PCQ repräsentiert Der Teil von y, 




Fig. 86. 
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der innerlialb dieses Tangentenkegels fällt, der von C abgewandt liegt, 
FR Q, wird überall ein positives Zeichen erfordern, da für alle diese 
Flächenelemente die Komponente der Kraft nach dem Innern von T 
gerichtet ist Für den Teil von T hingegen, der C zugewandt ist, 
P5Q, ist offenbar das negative Vorzeichen zu nehmen, da für ihn 
die Komponente nach außen gerichtet ist Daher wird jetzt i^^, t <lie 
Differenz von zwei Integralen, deren jedes gerade das gesamte Kugel- 
oberflächenstück repräsentiert, welches aus der Fläche T durch den 
Kegel herausgeschnitten wird, und folglich ist jetzt: 



(7) 

Allgemein ist also: 

(8) v^, r =jdN^ 



.«'a*! t ^ fJ'' l d(p — jtt 1 d(p = . 



PQR 



PSR 



^ 4nfi^ wenn der Massenpimkt C innerhalb von T liegt, 

= 2nfi, wenn ö auf einem nicht singulftren Punkt 
von T liegt, 

8 wenn C außerhalb von T liegt. 




Diesen Gauss sehen Satz verallgemeinem wir nun aber noch, 
bevor wir ihn zum allgemeinen Beweis des Poisson sehen Satzes 
verwenden, indem wir uns gleichfalls wieder eine beliebige ge- 
schlossene Fläche T, hingegen nicht mehr eine einzige Masse fi, 

sondern einen ganzen Kör- 
per S denken (vgl Fig. 86), 
der von Masse kontinuier- 
lich erfüllt sei, und zum 
Teil außerhalb, zum Teil 
innerhalb von fliege. Der 
Teil dieses Körpers, der 
außerhalb der geschlos- 
senen Fläche T liegt, sei 
S^, der innerhalb T liegende Teil sei 8^ Wieder denken wir uns ein 
Element do auf T, dessen Masse [l/k^do sei und suchen die gesamte 
Kraftkomponente des Körpers S, die do senkrecht affiziert. Allgemein 
ist dieselbe: 

v^*, T = JdN. . 

Zur Berechnung dieses Integrals denken wir uns den ganzen Körper S 
in unendlich viele Volumelemente zerlegt, deren eines dfi sei. Jedes 
dieser Massenelemente übt dann auf do eine Kraft aus, und jede 
solche Kraft hat eine Normalkomponente. Die Summe dieser samt- 



Fig. 36. 
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liehen Normalkomponenten ist die gesamte Normalkraft des ganzen 
Körpers 8 auf do, so daB also jetzt: 



'''f^.T-^f^ 



ist, wenn Vd^,r diö Summe aller Kräfte repräsentiert, welche das 
Massenelement dfi auf do ausübt Die Größe v^^, t aber wird nach 
dem zuvor abgeleiteten Satz: 

( = 4ndfiy wenn dfi im Innern von T liegt. 






wenn dfi außerhalb von T liegt 
Es wird daher im jetzigen Fall: ' 

(9) v^^ T = j Vd^, T= '^'^fJ^r 

Denn der Fall, daß das Massenelement dfi gerade auf der Ober- 
fläche T liegt, so daß: 

nf*,T= 2ndfi 

wäre, eine Gleichung, deren Gültigkeit bei Behandlung des Flächen- 
potentials abschließend bewiesen werden wird, kommt jetzt offenbar, 
immer vorausgesetzt die Gültigkeit dieser Gleichung, gar nicht in 
Betracht, da der ganze Körper kontinuierlich mit Masse erfüllt ist 
und folglich die auf der Oberfläche liegende Masse als verschwindend 
klein zu betrachten ist gegenüber der endlichen Masse, die sich 
sowohl im Innern wie außerhalb von T befindet (vgl S. 84). 

Ganz das gleiche gälte, wenn die Masse fjL nicht in einem ganzen 
Körper, sondern nur auf der Oberfläche des Körpers S ausgebreitet 
wäre, d. h. für alle Massenelemente sowohl im Innern wie außerhalb 
dieser geschlossenen Oberfläche würde das Integral auch wieder: 



1=:4 



Wenn aber zufällig ein endliches Stück Oberfläche beiden Figuren 
T und 8 gemeinsam wäre, so hätte mau drei Massen zu unter- 
scheiden, erstens die Masse fi^ außerhalb von Tj zweitens die Masse fx 
an der gemeinsamen Oberfläche von 8 und T, und drittens die 
Masse fi. innerhalb von T. In diesem Fall wäre: 

(10) ^iu,r= 4;rjw^ + 2;r^^. 

b) Der Beweis der PoissoNschen Gleichung mittels des 

GAussschen Satzes. 

Von den vorhergehenden Betrachtungen machen wir nun die 
Anwendung zum völlig allgemeinen Beweis des Poisson sehen Satzes. 
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Wir denken uns einen ganz beliebigen Körper S, der irgendwie, 
jedoch kontinuierlich, mit Masse erfüllt sei, und in dem dr ein be- 
liebiges Yolumelement sei. Die in demselben enthaltene Masse 

ist also: 

d fi = (T dr f 

m 

wobei wir die Dichte (t als variabel betrachten. Den Körper T hin- 
gegen betrachten wir jetzt als ein unendlich kleines recht- 
winkliges Parallelepiped, das ii^endwo im Innern von S liege 
und den Aufpunkt A enthalte. Die drei, der x,r/,z- Achse parallelen 
Kanten dieses Parallelepipedes seien cc,ß,y. Von den beiden zur 
2r-Achse senkrechten Seitenflächen bezeichnen wir die linke mit (1), 
die rechte mit (2), die senkrecht zur y- Achse stehenden Seitenflächen 
mit (3) und (4) und die zur 2: -Achse senkrechten Flächen mit (5) 
und (6). Die Berechnung der Größe Vf^^T ist in diesem speziellen 
Fall offenbar auf zwei verschiedenen Wegen möglich, aus deren Ver- 
gleich sich der PoissoNSche Satz in völliger Allgemeinheit ergibt, 
nämlich erstens nach der für Vf^^j» abgeleiteten Integralformel, und 
zweitens auf Orund der eben gemachten Annahmen. 

Bezeichnet also erstens ju^ die Masse des Körpers S, die inner- 
halb von T liegt, so wird, da das Volumen des Parallelepipedes aßy 
ist, wenn die Dichte in Punkt A bezüglich o-^ ist, die gesamte Masse 
des Parallelepipedes: 

fAi^aßr(TA 
sein. Und daher wird: 

(11) «'/^.T^ 4:;rjw^= 4n(TACcßy. 

Zweitens aber ist nach der Definition: 



v^^T = jdN^y 



wobei das Integral über die ganze Oberfläche von T, also jetzt über 
das ganze Parallelepiped zu erstrecken ist. Zuerst erstrecken wir 
es über die linke Seitenfläche (1). Dazu denken wir uns dieselbe 
mit Masse von der Dichte Ijh? belegt, so daß die ganze auf (1) 
liegende Masse ßyjk^ wird. Dann wird die z-Komponente der 
Kraft, welche der Körper S normal auf (1) ausübt: 

da dVjdx die a:-Komponente der Kraft ist, die vom Körper 8 auf 
eine Masse 1/^^ ausgeübt wird, und wir hier der Annahme nach 
die Masse ßyjk^ haben. Dabei ist dVjdx positiv, wenn die 
A- Komponente der Kraft in Kichtung der positiven a:- Achse wirkt, 
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also ins lonere des Parallelepipedes gerichtet ist, negativ im ent- 
gegengesetzten Fall. Es wird demnach: 

Erstreckt man das Integral weiter über die Seitenfläche {2), so folgt 
derselbe Wert, nur wächst dabei x um a; die Kraft, welche S normal 
auf die Fläche (2) ausübt, wird daher, wenn man nach dem 
Taylor sehen Satze entwickelt: 

Dabei ist dP'{x + a)ldx positiv, wenn die Kraftkomponente mit der 
positiven :r-Eichtung zusammenfallt; dann ist sie nach außen 
gerichtet; hingegen ist dF{x + a)ldx negatir, wenn die Kraft- 
komponente entgegengesetzt, also nach innen gerichtet ist. In beiden 
Fällen also ist — (äV{x + a)ldx') zu nehmen, um das richtige Vor- 
zeichen für die Bildung des Flächenintegrals zu erhalten und folg- 
lich ist jetzt: 

(2) 

Daher wird der Wert des über die beiden Seitenflächen (1) und (2) 
erstreckten Gauss sehen Integrals: 



analog: 


(1)C2) 
(3) (4) 


Addiert folgt: 


(üji6) 


(12) 


^M.T = fd^i^ - ^ßy^ 



Durch Vergleichung der Ausdrücke (11) und (12) ergibt sich 
der PoissoNsche Satz unter Berücksichtigung von Seite 108 in völliger 
Allgemeinheit: 

v^j, = — aßyAV^ + ^nGjiaßy. 

Es ist also in der Tat für einen ganz beliebigen, massiven Körper 
von variabler, nur nicht sprungweis variierender Dichte: 

(13) AV^-'^na, 
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Fünftes Kapitel. 

Das Flächenpotential. 



§ 14. Das Potential nnd die tangentialen Kräfte ändern aich beim 
Durchgang des Anf^unktes durch eine materielle Fläche kontinuierlich. 

Wir gehen nun über zur Betrachtung des Potentials einer 
Masse, die wir uns unendlich dünn auf einer beliebigen mathe- 
matischen Fläche ausgehreitet denken. Eine solche Fläche wollen 
wir kurz als eine materielle Fläche bezeichnen, die aber, wie 
bereits bei der Definition des Flächenpotentials im § 5 erwähnt 
wurde, nur eine mathematische Fiktion ist, der keine reale Be- 
deutung zukommt^ die indes interessante Aufschlüsse über die Natur 
des Potentials und gewisser Derivierten desselben liefert Gleich- 
zeitig mit diesen Untersuchungen können wir die letzte notwendige 
Ergänzung des zuvor gegebenen Beweises des Gauss sehen Satzes und 
damit des allgemeinen Beweises der Poisson sehen Gleichung geben. 

Wir denken uns eine beliebige materielle Fläche^ die nicht 
geschlossen zu sein braucht, deren Flächendichte oo sei, so daß die 
auf einem Element do unendlich dünn gelagerte Masse oodo ist 
Befindet sich dann irgendwo im Innern der Fläche der Aufpunkt Ä 
in der Entfernung r von do, so ist das Potential der materiellen 
Fläche auf Ä allgemein: 

(1) F^f^:^ 

wobei das Integral über die ganze Oberfläche zu erstrecken ist. 
Bewegt sich nun A im Innern der Fläche stetig, so ändert sich das 
Potential kontinuierlich, da die Größe unter dem Integralzeichen 
und folglich auch das Integral selbst sich nur unendlich wenig 
ändert. Dasselbe gilt, wenn sich der Aufpunkt außerhalb der Fläche 
bewegt. Nur wenn derselbe die Oberfläche passiert, wird für ge- 
wisse Oberflächenelemente r = 0, also l/r = oo, und dabei könnte 
offenbar eine diskontinuierliche Änderung des Potentials stattfinden. 
Das ist, wie wir beweisen wollen, indes nicht der Fall. Im Gegen- 
teil trägt auch jetzt die unmittelbare Umgebung von A nur 
unendlich wenig zur Integration bei, und F ändert sich auch 
beim Durchgang des Aui^unktes durch die materielle Fläche 
kontinuierlich. 



^) Vgl. Anmerkung S. 42. 
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um das allgemein nachzuweisen^ zerlegen wir das Potential V 
in zwei Teile, nämlich erstens in das Potential V^ , welches von der 
unmittelbaren Umgebung des Aufpunktes auf der Fläche her- 
rührt, und zweitens in das Potential V^^ das von den übrigen Teilen 
der Fläche herrührt: 

Das Potential V^ ändert sich nun eo ipso kontinuierlich, da, wenn A 
ganz innerhalb oder außerhalb der Fläche liegt, r nicht Null wird. 
Daher ist bloß zu zeigen^ daß das von der unmittelbaren Nach- 
barschaft des Punktes Ä auf der Fläche herrührende Potential F^ 
verschwindet Dazu denken wir uns in Punkt A^ der jetzt auf der 
Fläche selbst liegt» eine Tangentialebene MN slji die Fläche M'N' 
gelegt (Tgl. Fig. 87) und auf dieser Tangential- 
ebene einen unendlich kleinen Kreis beschrie- 
ben; das Linienstück CAS deute denselben 
in der Perspektive an. Denkt man nun in 
jedem Punkt der Peripherie dieses Kreises 
eine Normale zur Tangentialebene errichtet, 
so schneiden alle diese Normalen aus der 
materiellen Fläche ein unendlich kleines Stück 
M"AN" heraus, das die unmittelbare Um- 
gebung des Aufpunktes A repräsentiert, deren £ 
Potential auf A der Wert V^ ist TJm zu 
zeigen, daß dies Potential verschwindend klein 
ist, wollen wir den ganzen Kreis E AC m un- 
endlich viele Flächenelemente zerlegt denken, 
deren eines BC ^ do sei. Zieht man dann durch jeden Punkt 
dieses einen Elementes, eine Normale zur Tangentialebene, so 
schneiden alle diese Normalen ein do korrespondierendes Ober- 
flächenelement do aus der Fläche heraus, und es ist, wenn a> die 
Flächendichte in do bezeichnet, zunächst wieder allgemein: 

(2) ^1=/^. 

wobei jetzt r die Entfernung des Elementes do von A ist Das 
Element do kann nun aber durch do' ausgedrückt werden; denn 
sei a der Kosinus des Winkels zwischen den beiden Elementen: 




so ist: 



QO^[do, do') = a, 



do = 

n 
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nnd folglich: 

(3) 



!#-// A Ut* V An 



ado' 



M"AN 



BAC 



Nun denken wir uns den Kreis EAC von vorn gesehen (vgl. 
Fig. 88), so daß Ä sein Zentrum, EA C ein Durchmesser, und B ein 

beliebiger Punkt auf ihm ist Die 
Entfernung AB sei s, und der 
Winkel von AB mit AC sei &. In- 
dem man s um ds, und & um ^19- 
wachsen läßt, erhält man für ein 
Flächenelement des Kreises all- 
gemein den Ausdruck: 

do' «= gdsdO" . 

Mithin wird, wenn ß den Radius des 
Kreises bezeichnet, Gleichung (3): 




Fig. 88. 



ß 2n 



(4) 







& sds d& 
ar 



Zu berechnen brauchen wir nun aber dies Doppelintegral gar nicht, 
sondern bloß nachzuweisen, daß es verschwindet Daher können wir 
an seine Stelle auch ein größeres Integral substituieren und haben 
dann nur zu zeigen, daß dieses verschwindet. 

Dazu wollen wir für die Dichte oj ihren größten Wert oo setzen, 
wobei OD endlich ist, da die Dichte überall endlich vorausgesetzt 
wurde; für cc aber setzen wir seinen kleinsten Wert a^. Da femer 
die Elemente do und do' unendlich nahe parallel sein werden, weil 
wir bloß die unmittelbare Umgebung von A betrachten, so wird sehr 
genähert a = 1, also a^ fast gleich 1 und folglich auch l/cc^ nur 
wenig größer als 1. Für r aber setzen wir seinen kleinsten Wert, s, 
indem stets r > s ist Dann ist sicher: 



(6) 



''.<(//H^--?-H- 

\ü I 



Da aber <d und a^^ endlich sind, 27iß aber mit ß gen Null kon- 
vergiert, und /? für die dem Aufyunkt unmittelbar benachbarten 
Punkte unendlich klein wird, so wird das Doppelintegral und 
mithin erst recht F^ für die unmitte-lbare Umgebung von A 
unendlich klein, und somit ändert sich das Potential auch beim 
Durchgang des Aufpunktes durch die Fläche selbst kontinuierlich. 
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Indes gilt das nicht mehr von den Derivierten in normaler Sichtung 
zur Fläche. 

Ehe wir das zeigen, holen wir znvor noch den Beweis nach, 
daB zum Gauss sehen Integral: 

(6) v^^T^fdN^ 

die unmittelbare Umgebung des Punktes G auf der Fläche (vgl. S. 98) 
nur unendlich wenig beiträgt. Dieser auf der Oberfläche liegende 
Massenpunkt C der Fig. 33, in dem bei Herleitung des Gauss sehen 
Satzes die Masse fß, konzentriert gedacht wurde, ist jetzt aber nicht 
mit dem, die materielle Fläche passierenden Aufpunkt Ä zu ver- 
wechseln. Trotzdem nennen wir hier diesen früheren Punkt C, um 
in Einklang mit Fig. 37 zu bleiben, Punkt A. Da wir bei Ab- 
leitung des Gauss sehen Satzes jedes Element mit der Masse 1/A^ 
belegt gedacht und im Punkt A eine Masse fi konzentriert ange- 
nommen hatten, ist jetzt: 

A_ = ö> = const, T^MN\ 

um nun die Normalkomponente der ganzen Kraft K^ welche die 
Masse ju auf das Flächenelement do ausübt: 

u — do k* 

ZU finden, errichten wir erstens die Normale zu do und zweitens die 
Normale zur Fläche in Punkt A (vgl. Fig. 37), die sich schneiden, 
weil ja das unendlich kleine Eurvenstück, das der Normalschnitt im 
Punkte A, der durch B' geht, aus der Fläche schneidet, als Kreis 
betrachtet ist. Ist 0' der Schnittpunkt der beiden Normalen, so ist: 

der Krümmungsradius^) dieses Normalschnittes der Fläche M' W, 
Die Gesamtkraft, welche die Masse ju auf das Mement do ausübt, 
wirkt nun in der Richtung B' A = Tj ihre Normalkomponente also in 
der Richtung Bff. Dieselbe ist daher: 

(7) dN, = J^^ cos Y . 
Da aber nach Figur 38: 



*) Die Theorie des ELrümmungsradius, die später auch bei dem Gauss sehen 
KräinmiingsinaB einer Fläche die YoraoBsetzung bildet, vgl. § 52. 
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also^ da S klein ist: 

. d d 
cosy = 8iny = y 

isty 80 wird: 

Ferner ist nach der Figur: 
also auch: 

und demnach Gleichung (6): 



Setzt man jetzt s statt r, und an Stelle von B seinen kleinsten 
Wert Äj, so ergibt die Ausführung der Integration: 

(10) ^^.T<'/g;'27tß, 

wobei jedoch wieder eine Kante oder Spitze in Punkt Ä ausgeschlossen 
ist Da nun aber Rj^ endlich, ß aber mit verschwindend kleiner 
Umgebung des Punktes Ä zugleich verschwindet, so wird tf^, t ^^ch 
in diesem Fall unendlich klein und somit ist bewiesen, daB der 
Gauss sehe Satz auch dann noch gültig bleibt, wenn der Massenpunkt 
exakt auf der Oberfläche T liegt, eben weil, wie gezeigt, die unmittel- 
bare Umgebung der Fläche um Punkt Ä nur unendlich wenig zum 
Gesamtwert voni^^, 2> beiträgt. Damit ist zugleich auch der in 
§ 13 gegebene allgemeine Beweis des Poissonschen Satzes 
vollendet. 

Nun wollen wir noch das Verhalten der Derivierten des Flächen- 
potentials untersuchen. Dazu denken wir uns wieder eine beliebige 
Fläche M' N', die kontinuierlich mit Masse belegt sei. Da sich der 
Wert des Flächenpotentials kontinuierlich ändert, auch wenn der 
Aufpunkt die Fläche passiert, so wird, wenn der Wert des Potentials 
in unmittelbarer Nachbarschaft links von der Fläche V^ und der- 
jenige unmittelbar rechts an der Fläche V^ ist, die Differenz: 

verschwindend klein, eben da F sich kontinuierlich ändert Geht 
man also längs der Fläche auf beiden Seiten von Punkt zu Punkt 
kontinuierlich fort, so bleibt die Differenz fjT längs der ganzen Fläche 
fortgesetzt unendlich klein, und daher ¥rird ein Differentialquotient^ 
der entsteht, wenn man in tangentialer Richtung zur Fläche sich 
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bewegt, d. h. der nach einer tangentialen Richtung T genommen ist, 
deren es unendlich viele gibt, stets: 

dT ^ 
sein^ und folglich ist: 

(11) iü^lü^o 

d. h. also: der Differentialquotient des Flächenpotentials^ genommen 
nach einer beliebigen tangentialen Richtung, ändert sich nur ver- 
schwindend wenige wenn der Aufpunkt durch die Fläche hindurchgeht 
Und da der Differentialquotient der Eräftefunktion nach einer räum- 
lichen Richtung, wie früher bewiesen, ganz allgemein die nach dieser 
Richtung wirkende Kraft gibt, so wirkt, wenn sich rechts an der 
Fläche eine Masse 1/A^ befindet, auf diese Masse eine Kraft von der 
Intensität: 

dT ' 

während die auf diese Masse, wenn sie sich links von der Fläche 
befindet, von der Fläche geübte Kraft: 

Hl 

dT 

ist. Die Differenz dieser Kräfte ist stets Null, die tangen- 
tialen Kräfte ändern sich also, ebenso wie das Potential 
selbst, beim Durchgang des Aufpunktes durch eine mate- 
rielle Fläche kontinuierlich. 

§15. Beweis, daß die normalen Kräfte beim Durchgang des Auf- 
punkteB durch eine materielle Fläche einen endlichen Sprung im 
Qrößenbetrag von -^^ma machen, mittels des Gausssohen Satzes. 

Ein anderes Verhalten wie die tangentialen zeigen die normalen 
Kräfte. Allgemein ist (vgl. § 1 Gleichung (15)) eine normale Kraft, 
wenn n die Richtung der Normalen bezeichnet, gegeben durch: 

Um zu zeigen, daß die normalen Kräfte, wenn der Aufpunkt die 
Fläche passiert, sich Dicht kontinuierlich ändern, sondern sprung- 
weise variieren, nehmen wir den Gauss sehen Satz zu Hilfe und 
denken uns wieder auf der Fläche M' N' ein beliebiges Element 
AB = do, das mit Masse von der Dichte cj belegt, so daß die ganze 



110 £rste Abteilang. Das mechaniache Potential. [§ 15 

auf ihm liegende Masse (odo ist Über diesem Flächenelement 
denken wir uns nun einen unendlich niedrigen Zylinder nach beiden 

Seiten rechts und links von der Fläche kon- 
struiert (vgl. Fig. 39), dessen Basisfiäche samt 
deren Gegenfläche in der Figar durch die Linien 
CD und HF angedeutet erscheinen: GD = EF 
wnr'f^j ff 7^ —do. In AB denken wir nun nach beiden Seiten, 

und zwar von der Fläche weggerichet, die 
Normale n gezogen, die, um diese Sichtungen 
anzuzeigen, den Indeor to erhalte: n^, so daß 
also die auf der linken Seite der Fläche in Bich- 
-►jr» tung dieser Normalen wirkende Kraft: 




M* und die auf der rechten Seite: 

Fig. 39. hV^ _ ^ 

ist Diese beiden Kräfte nun können mittels des Gauss sehen Satzes 
bestimmt werden, indem man das Integral Vf^^T herechnet Als 
wirkende Masse nehmen wir dabei die ganze auf der krummen 
Fläche verteilte Masse an: 

M'N' 

Die Fläche T aber sei jetzt die Oberfläche des über do konstruierten 
unendlich kleinen Zylinders, in der Figur angedeutet durch: 

T^ECDF, 
so daß das Integral: 

(2) v^^ T = jdN, 

jetzt über die ganze Oberfläche dieses Zylinders zu erstrecken ist, 
also erstens über die Basisfiäche CD, zweitens über dereq Gegen- 
fläche EF, und drittens über den Mantel. 

um das erstere Integral zu finden, hat man bloß den Inhalt 
der Basis mit der normal auf ihr stehenden Kraft: 

zu multiplizieren, wobei die Kraft mit negativem Zeichen versehen 
ist, weil bei Ableitung des Gauss sehen Satzes eine nach dem Innern 
der Fläche T gerichtete Kraft als positiv betrachtet wurde, dV^jdn 
also in diesem Fall negativ zu rechnen ist nach der zuvor ge« 



'div; = 


— do ^— i , 


dN^ = 


-do'J^ 

Hm. 
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machten Festsetzung. Das gleiche gilt vom Integral über die Gegen- 
fiäche EF, so daß: 

/ 

CD 

f 

SF 

ist SchlieBlich wäre noch das Integral über die Mantelfläche des 
Zylinders zu erstrecken. Da diese aber noch als unendlich klein 
der Basis gegenüber angenommen wurde, die bereits selbst unend- 
lich klein ist, so fällt dies Integral fort, was man übrigens auch 
daraus folgern könnte, daß sich die tangentialen Kräfte kontinuier- 
lich ändern. Daher wird Gleichung (2) jetzt: 

(3) -^•--S''^i = -^'>[^ + ^)- 
Da andrerseits aber allgemein: 

ist, wobei ju nur die Masse innerhalb der Fläche T repräsentiert, 
so ist jetzt, da nur das Flächenelement AB ^ do von der ganzen 
wirkenden Masse der Fläche im Zylinder liegt: 

mithin auch: 

(4) Vfj,^T = ^noido . 

Der Vergleich der beiden für v^^^t gefundenen Werte (3) und (4) 
ergibt die Relation: 

die also zum Ausdruck bringt, daß, wenn der Aufpunkt die materielle 
Fläche passiert, die normalen Kräfte einen endlichen Sprung im 
Betrag von —4tnw machen, wo (o die Flächendichte ist. 

Denkt man sich hingegen die beiden Normalen nach derselben 
Richtung gezogen, wie in Fig. 39 gleichfalls angedeutet ist, so wird: 

(6) -ä— ^ — -=— ^ = — 4;r (ü . 

Denn faßt man wieder ein Flächenelement ins Äuge, so werden 
nach dem zu7or über die Wahl des Vorzeichens Gesagten die Kräfte: 

^:^-i— und JV'= + 4^.. 
* dn„ * an 

also im allgemeinen um +4:;ra> verschieden: 



w 
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und nnr wenn die Dichte im betreffenden Element Null wäre, würde: 

sein. Das Ergebnis der Betrachtung ist also die Gleich- 
heit der tangentialen Kräfte zu beiden Seiten einer mate- 
riellen Fläche, hingegen die Verschiedenheit der normalen 
Kräfte.!) 

Ziehen wir kurz das Resümee der bisherigen Untersuchungen 
über die allgemeinen Eigenschaften des Potentials, so sind das 
räumliche Potential und seine ersten Derivierten, die Kräfte, 
immer endliche und stetige Funktionen der Koordinaten des Auf- 
punktes, mag derselbe außerhalb oder innerhalb eines massiven 

^) Natürlich liegt der Gedanke nahe, ob nicht zwischen der Poisbon sehen 
Gleichung: 

ax* dy* dx* ' 

die für das Innere eines massiven Körpers besteht, und der Gleichung: 

die für eine unendlich dünn mit Masse belegt gedachte mathematische Fl&che 
besteht, die, worauf bereits hingewiesen wurde (vgl. S. 84), mit der Oberfläche 
eines massiven Körpers nicht als identisch betrachtet werden darf, ein gewisser 
Zusammenhang besteht infolge der analogen Form der rechten Seiten beider 
Gleichungen. Denn gleich sind diese Seiten nicht, da 0- in der PoissoHschen 
Gleichung eine Volnmdichte, hingegen a> in der Flächenrelation eine 
Flächendichte bezeichnet 

In der Tat besteht ein solcher Zusammenhang insofern, als eine Gleichung 
aus der andern ableitbar ist, eine Ableitung, deren Strenge, wie wir ausdrück- 
lich selbst hervorheben, zwar anzweifelbar ist, da sie eigentlich im Widerspruch 
steht zur Definition der „materiellen' *, d. h. unendlich dünn mit Masse be- 
legten mathematischen Fläche, die indes schon an sich ein widerspruchsvoller 
Begriff ist. Trotzdem soll diese Ableitung hier, nachdem die strengen 
Beweise für die PoissÖHsche Gleichung und die Flächenrelation bereits 
durchgeführt worden sind, noch gegeben werden. Zunächst ist für das 
Innere der . materiellen Fläche, wenn man ihr eine,, wenn auch noch so kleine 

Dicke zuerkennt: 

JF« - 471 <r. 

Wir denken uns nun die x- Koordinate in der Richtung der Normalen und 

femer die Fläche, welche zwar eine sehr kleine, aber immer noch vorhandene 

Dicke besitzen möge, noch in unendlich viele Dickenelemente zerlegt, wobei 

die Dicke eines dieser Elemente dx sei. Durch Multiplikation mit dx folgt 

dann zunächst: 

dx,AV^ — AnadXf 

wo a eine Volnmdichte ist. Integriert man jetzt über die ganze Dicke der 
Schicht, so wird in der Schicht d^V/dy^ und ö'F/ö»* gegen d^VIdx^ ver- 
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Körpers liegen, oder dessen Oberfläche passieren. Die zweiten 
Derivierten sind außerhalb des massiven Körpers ebenfalls stetig 
und auch im Innern überall da, wo sich die Dichte stetig ändert; 
nicht jedoch an der Oberfläche, da hier die Dichte sprungweis 
variiert Für das Äußere des massiven Körpers gilt die LAPLAOEsche, 
für sein Inneres die PoissoNsche Differentialgleichung. Ebenso sind 
das Flächenpotential und die tangentialen Kräfte kontinuierliche 
Funktionen, auch wenn der Aufpunkt die materielle Fläche passiert, 
während die normalen Kräfte in diesem Fall diskontinuierlich werden, 
indem sie einen endlichen Sprung im Betrag von —4% od machen, 
wobei jedoch Kanten oder Spitzen, in denen keine bestimmte Normale 
existiert, ausgeschlossen sind. 



Sechstes Kapitel. 
Das logarithmische Potential. 

§16. Geometrisohe Interpretation doB logarithmisohen Potentials. 

Zum Abschluß dieses ersten allgemeinen Abschnittes der 
Potentialtheorie betrachten wir noch die Potentiale von Massen auf 
Kurven, wobei sich die Definition und die geometrische Bedeutung 
des logarithmischen Potentials ergeben wird, von dem wir 
bereits im § 10 gezeigt haben, daß es der LAPLACESchen Differential- 
gleichung für die Ebene genügt, im Gegensatz zum NEWTONschen 
Potential, das der Laplace sehen (bzw. Poisson sehen) Differential- 
gleichung für den Raum genügt. 

Wir denken uns zunächst eine gerade Linie AB gegeben 
(vgl Fig. 40), auf der eine Masse von der Längendichte A gleich- 



schwinden, weil sieb in Bichtung der x- Achse die Dichte sehr rasch ändert, 
während sie sich in Bichtung der y- und x- Achse gar nicht ändert £s wird 
daher, wenn b die Dicke der Schicht bezeichnet: 



oder: 



(?f)-0 = -'*""' 



rechts links 



wo aber jetzt ü die Flächendichte ist Somit folgt durch diese Schlüsse 
formell in der Tat aus der Poisson sehen Gleichung die Flächenrelation. 
BuoHHOLZ, Angewandte Mathematik. 8 
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förmig ausgebreitet sei. um das Potential dieser „schweren'' Linie ^) 
auf einen beliebigen Äui^unkt C zu finden, fällen wir von Punkt C 

eine Senkrechte CiV auf AB, wobei wir an- 
f nehmen y daß N zwischen Ä und B fällt; die 

r folgenden Deduktionen gelten jedoch auch, 

wenn das nicht der Fall ist Das Potential 
dieser Linie auf Punkt C ist zunächst all- 
gemein: 






JF 



a 




(1) 



-/ 



Nun konstruieren wir ein Massenelement, in- 
dem wir irgend einen Punkt JD auf der Ge- 
raden AB annehmen und ND^y um BE 
= dy wachsen lassen. Dann wird d/i^ Idy 
und folglich: 



J V^' + y' 



— a 



Fig. 40. 



wobei X die Bolle einer Eonstanten spielt und 
bloß y Integrationsvariable ist, so daß: 



(2) F^l\l[b + p^ + x^ ] - / [- a + y«» + x^ ] } 

wird. 

Besonders wichtig ist der Fall, daß x sehr klein ist im Vergleich 
zu a und b. Dann sagt man, es handle sich um das Potential einer 
unendlich langen Geraden auf einen Punkt Li diesem Fall wird: 

)fti+^_j(i+^)*=j+^-,^-+..., 



also: 



l{b + yP +;r»] = /[2i + f^ =l2b + l[\+ ^] 



*" 



= /2Ä + -j^ + ..., 



/[-« + y^M:^] = /[g-^]=/^ + 4i-^] 



Gleichung (2) wird daher auch: 

X 



— 7 ^* — «• 






(3) 



7^2X1 



J + ^\b^ + a«J +••• • 



» Vgl. § 6. 
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Dies Potential wird unendlich, wenn sich AB nach beiden 
Seiten hin ins unendliche erstreckt, da dann der erste Summand 
2A/(2]/ä^/jr) unendlich wird. Dagegen wird in diesem Fall die 
Kraft, mit der eine bestimmte Masse in C Yon dieser unendlich 
langen, schweren geraden Linie angezogen wird, nicht unendlich. 
Denn denkt man sich im Aufpunkt C die Masse 1/A' konzentriert, 
so ist die Kraft, mit der diese Masse von der Geraden angezogen 

wird: 

dV 2i . i» / 1 1 \ 



dx 



21 Ix 
"^ 2 



X 



Da aber im Potential: 

r= 2A/(2y^ - 2i/(T) + ^ (-1 + J^) 

bloB die Konstante 2X1 {^yäb) unendlich wird, wenn AB unendlich 
lang wird, so wird die anziehende Kraft in diesem Falle: 

(4) - «^ " 



dx 



X 



eine endliche GröBe, solange x nicht Null ist, und folglich ist: 

dV 



(5) 



dx 



--2i 



eine Relation, die, wie wir noch zeigen werden, übrigens allgemein 
für jede beliebige Kur^e im GrenzfaU x = noch gültig ist 

Besonders wichtig werden die ab- 
geleiteten Formeln dadurch, daß man 
nach ihnen das Potential eines unend- 
lich langen Zylinders auf einen be- 
liebigen Aufpunkt berechnen kann. Dazu 
denken wir uns eine Ebene (senkrecht 
zur Ebene des Papiers liegend) und in 
derselben eine beliebige Figur, über der 
ein nach oben und unten unendlich 
langer Zylinder konstruiert sei (vgl. 
Fig. 41)^ den wir als gleichförmig mit 
Masse von der Volumdichte (t erfüllt 
annehmen, um die Anziehung, welche 
dieser Zylinder auf einen beliebigen 
Punkt C der Ebene ausübt, zu finden, 
denken wir die ganze in der Ebene ge- 
legene Figur in unendlich viele Flächenelemente zerlegt, deren^ 
eines do sei, und fassen den unendlich dünnen über und unter 

8* 




Fig. 41. 
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diesem Flächenelement gelegenen Zylinder ins Auge. Nehmen wir 
als Höhe desselben die Längeneinheit an und do als seine Basis, 
so ist do auch gleichzeitig das Yolumelement dieses unendlich dünnen 
Zylinders. Die in diesem Zylinder Ton der Länge 1 enthaltene 
Masse ist also, wenn g die Yolumdichte bezeichnet: 

A SS (7 do , 

und die anziehende Eraft^ welche der unendlich dünne Zylinder auf 
Punkt C ausübt, daher nach Formel (4) gleich: 

Y _^ 2(Tdo 

Während die Newton sehe Anziehung dem Quadrat der Entfernung 
verkehrt proportional erfolgt, ist also die anziehende Kraft des 
unendlich dünnen Zylinders der Entfernung einfach ver- 
kehrt proportional. Das Potential dieses Zylinders wird also, 
wenn q die Entfernung des angezogenen Punktes C vom Element do ist: 

dr^2adolQ 

und folglich das Gesamtpotential des ganzen endlichen Zylinders 
auf (7, das sogenannte logarithmische Potential^): 

(6) r =. 2 r<7 do i[Q) , 

wobei in C die Masse Ifk^ konzentriert gedacht ist. 

§ 17. Beweis der Relation lim ix^ — j = — 2X für dine beliebige Kurve. 

Um die Gültigkeit der Gleichung (5), die sich für die gerade 
Linie ergab, für eine beliebige Kurve MN zu beweisen, die nicht 
geschlossen zu sein braucht und in beliebiger Weise mit Masse 
belegt sei, so daß also die Längendichte variabel, jedoch stets end- 
lich ist, sei ds ein beliebiges Element dieser Kurve, also Xds die 
auf ihm liegende Masse. Wir ziehen nun von dem beliebig ge- 
legenen Au^unkt Ä die Normale ÄO =^ x auf MN (vgl. Fig. 42) und 
wählen als Ursprung eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
dessen z-Achse die Tangente des Punktes der Kurve sei. Das 



^) Zu bemerken ist, daß die Bezeichnung „Potential" eigentlich im Wider- 
spruch steht mit der Definition des Potentials , das ja die Rräftefunktion 
Speziell im Fall des Newton sehen Gravitationsgesetzes bezeichnet Jedoch ist 
die Bezeichnung üblich. 
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Potential V der gesamten auf der Kurve MN gelegenen Masse auf 
Punkt A zerlegen wir nun in zwei Teile: 

indem wir einen Punkt C und 
einen zweiten Punkt jD, beide 
unendlich nahe beiderseits Ton 
gelegen, annehmen, wobei 7^ 
das Potential der auf der Kurve 
von Punkt C bis Punkt I) ge- 
legenen Masse, also das Poten- 
tial der unmittelbaren Nach- 
barschaft des Punktes 0, V^ 
dagegen das Potential der ge- 
samten übrigen auf der Kurve 
gelegenen Masse auf Punkt A 
sei. Irgend ein Element ds der 
Kurve, dessen ar, y, z- Koordi- 
naten ^, f}, ^ seien, während 
die Koordinaten von Punkt A 
offenbar x, 0, sind, projizieren 
wir nun auf die z-Achse und 
bezeichnen diese Projektion mit 
Potential: 




(1) 

und die Kraft: 
(2) 



^1 = 



-/^-/ 



Fig. 42. 

d^. Dann wird zunächst das 



V(a? - f)« + 17* + S* 



dx 



-p 



{x - ^Xds 



Bezeichnet weiter q die Entfernung des Elementes dz von Aj so ist: 

r = ß Qf ds = ad^. 

Nimmt man nun erstens an, daß die Kurve MN in Punkt 
seine endliche Krümmung, also keine Spitze hat, und daß zweiten 
Punkt C und B immer näher an heranrücken, so werden sich die 
Strecken p und r bezüglich ds und d^ immer weniger und weniger 
voneinander unterscheiden, und daher a und ß sich immer mehr der 
Einheit nähern, so daß schließlich: 

lim a = lim /9 = 1 
und folglich: 



(3) 



X 



dV 
dx 



= X 



in 

dx 



+ x 



dx 
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wird Das Potential V^ rührt nun aber Ton Massen her, die nicht 
mit dem Ursprung zusammenfallen und daher wird^ wenn x immer 
kleiner und kleiner wird, schließlich: 



(4) 

also Gleichung (3): 

(5) 

Da nun aber: 



bx ' 



hm X -5 — = hm x -^ 

»«0 ^* >«0 ^« 



/ 



(aj-f)X«dJ 



iladi 



/ xXadtj (* (lad 
ß'Q' ■*"J ß'Q' 



ist, so wird, wenn X^ die Längendichte in der unmittelbaren Um- 
gebung des Punktes darstellt, und a und ß die Grenze 1 erreicht 
haben: 



also: 



(6) 



^"SF" — ^*M "7" ■*■ '^'M "^ 



lim X -= — = lim x * 



da; 



da; 



Zur Bestimmung dieser beiden Limiten ist zunächst |, die 
x-Koordinate Ton ds zu bestimmen. Dazu denken wir uns den 

Krümmungskreis*) der Kurve im Punkt 
(Tgl. Fig. 43), auf ihm die beiden Punkte und 
ds, femer den Durchmesser ff und auf diesen 
Ton Punkt ds ein Lot ^ gefällt, das offenbar 
mittlere Proportionale ist: 

so daß: 




Fig. 43. 



s = 



2B 



ist Folglich wird Gleichung (6): 

lim 



(7) hms^^X, 






■8 



Durch Integration folgt zunächst: 



/• 



Ys^^i^ ^ x^ Vaj« + C* 



^) VgL § 52, sowie Anmerkung S. 107. 
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Fällt man nun Ton Punkt C eine Senkrechte GC auf die z'- Achse 
und eine ebensolche Ton Punkt D auf die z-Achse, so ist bezüglich £ 
von — OC bis + OD' zu integrieren, und daher wird: 

^3, r dj ^ OD' , PC 

^ J V»*~+P"' 1/07)'« + »« yoö^M^ö» ' 

-0(7' 

mithin, wenn o: immer kleiner und kleiner wird: 
(8) \imx^ f—JLr^^O. 

Femer erhält man: 

oder, wenn man fOr ^ die Grenzen OC = a und Oi?' = b einsetzt: 
t 



:r— I 



— a 



6fl; 



arc 



V^»T 



Konvergiert x gegen Null^ so wird nun aber: 



lim 



bx 



1/6» + ic« . 



= lim f 



ax 



x^olVa^ + x'' J 



= 0, 



da ja: 



Um[;F/(i + fb^~+lc^] = 0, 

s<=0 

lim [xli- a + )/ä"»"+^0] = 0, 

XsO 



'(- + V?+^-'(^)-Ä 



ist Multipliziert man also mit x und geht zum Limes für x = 
über, so wird zwar der Logarithmus unendlich; mittels Differentiation 
erhält man jedoch xlx =: 0, da: 



x 



xlx SS -^ und: lim / -^\ = lim , 

JL »«0 JL äB*ol _ ^ 



= 



x 



X 



X' 



ist; ebenso ist z. B.: 



X Ix^ = 2x Ix und: lim (2 a: /x) = 2 lim [x /a:) = . 
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Daher wird: 

Durch Ersetzen der Werte (8) und (9) in Gleichung (7) folgt in der 
Tat ganz allgemein fUr eine beliebige materielle Kurve die Relation: 

(10) li°»'-|^ H. 

wo Xq die Limendichte der Kurve ist. Von dieser Gleichung werden 
wir später Gebrauch machen (ygl. S. 141). 

Siebentes Kapitel 

Der Green sehe Satz. Die Green sehe Funktion und ilire Benutzung 
zur Bestimmung des Potentials mittels derDiricIiietscIienGleicIiung. 

Verallgemeinerung dieser Gieicliung. 

§ 18. Die hydromeohanisohe Yersinnliohung^ des Oreensohen Satzes 
nebst Ableitung seiner versohiedenen Grundformen. 

In den Lehrbüchern über Mechanik, Potentialtheorie, Elektro- 
statik, in denen der GKEENsche Satz in den yerschiedensten Formen 
enthalten ist, die natürlich alle dasselbe besagen, wird der Satz, wie 
auch von Green selbst, durch partielle Integration bewiesen. Wir 
wollen ihn mechanisch versinnlichen, ein Weg, der gleichzeitig ein 
strenger Beweis für seine Richtigkeit sein dürfte. Dazu denken wir 
uns einen beliebigen Baum T gegeben, der durch eine allseitig ge- 
schlossene Fläche I begrenzt und auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system bezogen sei, und nehmen an, es seien drei ganz beliebige, 
aber eindeutige Funktionen f, g, h der Koordinaten gegeben, so daß 
zu jedem Punkt des Baumes T ein und nur ein bestimmter Wert 
von f, g, h gehört Außerdem sollen /) g^ h samt ihren ersten Ab- 
leitungen innerhalb des Raumes 7^ kontinuierliche Funktionen der 
Koordinaten sein. Diese drei Funktionen wollen wir nun geometrisch, 
oder genauer gesagt, hydromechanisch versinnlichen, indem wir uns 
den Raum T mit einem Fluidum von variabler Dichte erfüllt denken 
und annehmen, daß in jedem Punkt des Raumes T das daselbst 
befindliche Teilchen des Fluidums die Geschwindigkeiten f, g, h in 
Richtung der x, y, z- Achse habe. Dann bewegt sich also jedes Teil- 
chen mit der Geschwindigkeit: 
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/ 



Fig. 44. 



Torwarts, und folglich werden die sämtlichen an der Oberfläche des 
Baumes T gelegenen Fluidateilchen in der Zeit dt eine Bewegung 
machen, infolge deren die ursprüngliche 
Oberfläche I des Raumes T sich verwandelt 
in eine andere Oberfläche II (vgl. Fig. 44). 
Bezeichnet do irgend ein Element der 
ursprünglichen Oberfläche I, so geht das- 
selbe also, weil sich jedes Flüssigkeits- 
teilchen, das zu Anfang der Zeit in do 
lag, während der Zeit dt weiter bewegt 
hat, über in das Element do', wobei das 
Fluidum selbstverständlich nicht in einem 
Gefäß von unveränderlicher Gestalt ent- 
halten zu denken ist 

Nun bestimmen wir erstens das Volumen des schrafflerten 
Baumes, den das Element do in der Zeit dt durchsetzt hat Da die 
gesamte Geschwindigkeit, mit der sich ein Flüssigkeitsteilchen des 
Momentes bewegt, v ist, so ist der von ihm in der Zeit dt zurück- 
gelegte Weg gleich £C=vdt] imd da die Richtung von 5 C die- 
jenige von V ist, und B der Anfangspunkt der Bewegung war, so 
fand letztere nach C hin statt Der in der Figur angedeutete 
schrafßerte Baum ist also als ein schiefer Zylinder von der 
Basis do und der Seite BC zu betrachten, dessen Volumen, wenn 
wir die Normale nach außen ziehen: 

r= doBCcos{vyn) 

ist; oder, da BC^vdt und t7C0s(r,n) die Komponente N von v 
normal zum Oberflächenelement do ist, die in Bichtung der nach 
außen gezogenen Normalen fällt, auch: 

T^dtdoN. 

Hierbei ist j^ positiv oder negativ, je nachdem die Wanderung des 
Elementes nach außen oder innen stattfindet Nun ist aber: 

V cos (ü, n) = » cos (r, x) cos (n, x) + v cos (t?, y) cos (n, y)+ v cos (t?, z) cos (w, z) 

oder* 

N = /'cos (n, a:) + ^ cos (n, y) + h cos (w, z) . 

Daher wird das Volumen des Zylinders auch: 

(1) r = dtdo {/"cos (n, x) •\- g cos (n, y) + A cos («, z)} . 

Auf analogem Weg ergibt sich der Baum, den jedes beliebige andere 
Oberflächenelement durchwandert hat. Integriert man also Glei- 
chung (1) über alle Oberflächenelemente, so folgt der gesamte 
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Zuwachs, den das ganze Volumen ii des Raumes T in der Zeit di 
erhalten hat» d. i. der ganze zwischen den beiden Flächen I und II 
enthaltene Baum: 

dSi^dt^doN. 

Das Integral: ^ 

(2) -^=/''''^^) 

repräsentiert also quasi die Geschwindigkeit, mit der das Volumen 
des Raumes T wächst 

Diesen Zuwachs des ganzen Volumens des Baumes T bestimmen 
wir nun noch auf einem zweiten Wege, indem wir den Zuwachs, 
den jedes Volumelement von T in der Zeit dt erfahren hat, be- 
rechnen. Dazu denken wir uns in dem beliebigen Punkt Ä der 
Flüssigkeit als Eckpunkt das Parallelepiped dxdydz konstruiert, 
wobei dx, dy, dz der x-, y-^ z-Achse parallel seien, und suchen zuerst 
den Volumzuwachs dieses Parallelepipeds in der Zeit dt auf, wenn 
jeder Punkt desselben in Bichtung der x-, y-, z- Achse die G-eschwindig- 
keiten f, g^ h hat. Sei (o das ursprüngliche Volumen des Elementar- 
parallelepipeds, also dm der Zuwachs, den es in der Zeit dt erfahren 
hat, und bezeichne Ton den sechs Begrenzungsflächen (1) die auf 
der :r-Achse senkrecht stehende, das Parallelepiped nach der negativen 
X-Achse begrenzende Fläche, (2) die vis k vis liegende, ebenso (3) 
und (4) die beiden zur y- Achse senkrechten und (5) und (6) die zwei 
zur z- Achse senkrechten Seitenflächen des Parallelepipeds, so wird: 

(3) dcj = dtCdoN, 

wobei aber das Integral jetzt nicht, wie zuvor, über die ümgrenzungs- 
fläche des Baumes T, sondern über die sechs Seitenflächen des 
Parallelepipeds zu erstrecken ist Da: 

JV SS ^cos (n, x) + g cos (w,y) + A cos (n, z) 

ist, und für die Fläche (1) die Normale, die stets nach außen gehen 
soll, der Bichtung der positiven :r-Achse entgegen zu ziehen ist, so 
wird für diese Fläche cos (n, ar) = — 1, cos (n, y) = cos (n, z) = ; folglich : 
iV= — /*, do ^ dydz, also: 



dt Cdo N^" fdy dz dt . 



I ^ (1) 

Das ist der Baum, den das Element (1), genauer gesagt, die in ihm 
gelegenen Fluidateilchen während der Zeit dt durchwandert haben. 



^) Vgl. Anmerkung S. 42. 
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Analog folgt für die Fläche {2\ für welche die Nonnale die Bichtung 
der positiven a:-Achse hat: 



JdoN^ + ^f+-l^dx^d7jdz. 



(2) 

Femer wird: 

\ doN ^ ^ffdxdz, 

(8) 

JdoN= + U+-^dyjdxdz, 

(4) 

I doN =i ^ hdxdy y 

(6) 

JdoN^ + {hJ^^dz\dxdy. 

(6) 

Durch Addition folgt für das über die ganze Oberfläche des Parallel- 
epipeds zu erstreckende Integral: 

PP 

Durch Einsetzen dieses Integralwertes in G-leichung (3) ergibt 
sich der Zuwachs des Volumens dieses Elementarparallelepipeds 
während der Zeit dt, d. h. der Yolumzuwachs derjenigen Flüssigkeits- 
menge^ die es zu Anfang der Zeit erfüllte: 

d.^dtä.d,äz[-IL + ^ + ^y 

Bildet man diesen Ausdruck für alle Elementarparallelepipede des 
ganzen Baumes T und summiert, d L integriert man/ so folgt der 
gesamte Zuwachs des ganzen Flüssigkeitsvolumens in der Zeit dt, 
wobei offenbar dt, da es für sämtliche Elementarparallelepipede 
denselben Wert hat, vor das Integralzeichen treten und daher auf 
die linke Seite der Oleichuug gebracht werden kann: 

(^' ^-///"'^^^'{Ä + ^^ + l-}: 

Durch Vergleich der Ausdrücke (2) und (4) folgt der Gäben sehe Satz: 

der also den Zusammenhang zwischen einem Oberflächenintegral 
und einem Volumintegral gibt, indes nicht — wie es nach der 
gegebenen Ableitung scheinen könnte — ein Satz der Hydro- 
mechanik, sondern vielmehr der Integralrechnung ist. 
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Die durchgef&hrten Schlüsse behalten ihre Gültigkeit auch dann 
noch, wenn der Raum T nicht von einer einzigen zusammenhängen- 
den Fläche, sondern von mehreren Flächen begrenzt wird. Wäre 
beiBpielsweise T der Raum zwischen den beiden 
Flächen F^ und F^ (vgl. Fig. 45), so würde das 
Integral fdoN über die Fläche F^ genommen 
auch wieder das gesamte FlUsaigkeitsvolumen 
ergeben, das durch >', austritt, wobei die Nor- 
male nach außen zu ziehen ist, während, über 
die Fläche F^ erstreckt, obiges Integral das- 
jenige FlüSBigkeitsvolumen ergäbe, welches 
durch die Fläche F^ nach einwärts austritt, wobei aber die Normale, 
da sie bezüglich 2* nach außen zu ziehen ist, jetzt nach innen gerichtet 
ist Die Summe der beiden Integrale gibt dann die gesamte 
Yolumäuderung des Fluidums, das ursprünglich im Raum T Platz 
hatte: 

r, r, 

wobei das dreifache Integral offenbar nur über den schraffierten 
Baum von Fig. 45 zu nehmen ist 

Nun bringen wir den G-beeh sehen Satz noch in die verschiedenen 
Formen, in denen er in der Potestialtheorie auftritt. Bedeuten U 
und r zwei im übrigen beliebige Funktionen der Koordinaten, die 
aber denselben Stetigkeitsbedingungen genügen sollen, wie f, g, b, 
und sei: 

f.V^, 9-V^, l-V^, 

so wird zunächst die linke Seite von G-leichung (E>) im Hinblick auf 
Gleichung (14) von § 1: 

\ do{fQO%{n,x) -^ g Ci09{n,y) -{- AcOs(n,r)j 
= Jrfo£/j-gJco8{n,jr) + -^co8(7i,i^) + ^|^cos(n,z)) = Jdot;^^. 



dx dx Bx Sx'' 

dg ^ _Öt^ ^_ + U *'£ 

dg dy dy dy' 

8h du dV , j.S'V 



(6) 
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Multipliziert man diese drei G-leichungen bezüglich mit dx dy dz = dx 
und integriert über sämtliclie Yolumelemente, so folgt für die rechte 
Seite yon Gleichung (5): 

J ^\dx "*■ öy "*■ Ö^J "J'^Xdx dx '^ Öy dy ^ dx dx f 

+ JdTUJF. 
Daher wird: 

CdoU—^ Cdrl ^^ aF dU dV dU dV \ 
J dn J \dx dx dy dy dx dx J 

+ JdrUJF. 

Auch in dieser Form hat der Green sehe Satz eine mechanische 
Bedeutung. Versteht man nämlich unter U die Dichte irgend einer 
Flüssigkeit, und unter dVjdx^ ^f^l^J/j dVjdzAiQ Geschwindigkeits- 
komponenten des Punktes x, y, z nach den drei Achsen, dann ist 
dVfdn die Geschwindigkeitskomponente normal zum Oberflächen- 
element dOf in dem der Punkt mit den Koordinaten x^ y z gelegen 

ist, da: 

dV dV / X , öF , V . ÖF , , 
-^ = -ö^cos(w,:r) + — C08(n,y) + -^cos(n,2:) 

ist; also ist [dVldn)do das Volumen der durch das Element rfö in 
der Zeiteinheit hindurchtretenden Flüssigkeit, und folglich, da Ü die 
Dichte der Flüssigkeit bezeichnet, so repräsentiert ü{dF/dn)do 
diejenige Flüssigkeitsmasse, welche in der Zeiteinheit durch das 
Element do hindurchtritt unter der Voraussetzung, daß die Ge- 
schwindigkeit und Dichte der durch do austretenden Flüssigkeit 
dieselbe bleiben. Ist das nicht der Fall, so ist die in der Zeit dt 
ausgetretene Flüssigkeitsmenge: 

dm = dt U-= — do . 
an 

Durch Integration über die ganze Oberfläche I ergibt sich die ganze 
Flüssigkeitsmasse, die in der Zeit dt durch diese Oberfläche hin- 
dnrchtritt: 

dM^dtJdoU^. 

Die Masse femer, welche in der Zeit dt durch alle sechs Flächen 
des Volumelementes dr hindurchgeht, ist: 

dV\ \ 



dm = dtdr 



H"^) . >{"w) , '("S 



+ ^ :.:' ' + 



dx dy dx 
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Integriert man diesen Ausdruck über das ganze Volumen des 
Baumes T, so folgt die gesamte Masse , welche in der Zeit dt aus 
der Gesamtheit aller Volumelemente, d. h. aus dem ganzen Raum T 
ausgetreten ist: 

J [ dx dx ' oy dy dx dx l * J 

Dabei wird die aus einem im Innern gelegenen Volumelement aus- 
tretende Flüssigkeit zugleich in ein anderes Volumelement eintreten 
und in diesem als negativ gerechnet werden müssen, wenn man die 
austretende Flüssigkeitsmenge als positiv betrachtet Für jede im 
Innern des Raumes T gelegene elementare Oberfläche hebt sich also 
die positive und negative Flüssigkeitsmenge auf, und es bleibt nur 
diejenige Menge übrig, welche durch die gesamte Oberfläche I aus- 
getreten ist 

Bei Ableitung von Gleichung (6) wurden ü und F als beliebige 
Funktionen von x, y, z betrachtet Die gemachten Schlüsse bleiben 
daher bestehen, wenn man U und F vertauscht, also setzt: 

' ox ^ dy dx 

In diesem Fall tritt an Stelle von Gleichung (6) die folgende : 

Eine weitere Form des Gbeek sehen Satzes ergibt sich durch 
Subtraktion der Gleichungen (6) und (7): 

(8) Jdo U-^ --Jdo F-^ = Jrfr ÜAF'-JdTFAU, 

wobei natürlich der Körper, über den integriert wird, in Gleichung (6) 
und (7) derselbe sein muß, ebenso wie die auszuschöpfende Ober- 
fläche. Daher kann man sowohl die beiden Oberflächenintegrale wie 
die beiden Raumintegrale zusammenfassen, und erhält für den Gbben- 
schen Satz auch noch die folgende Form: 

§ 19. Die Oreensohe Funktion und ihre Benutzung^ zur Bestimmung 
des Potentials mittels der Dirichletschen Gleichung. 

Wir wenden nun den Gbeen sehen Satz auf einen speziellen 
Fall an, indem wir uns wieder einen beliebigen Raum T denken, der 
durch eine in sich geschlossene Fläche begrenzt sei. Die Koordi- 
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naten irgend eines Punktes B dieses Baumes seien x, y, z. Zunächst 
sei eine Funktion V von x, y, z gegeben, die samt ihren ersten und 
ihren zweiten Ableitungen endlich und stetig sein soll. Die Funk- 
tion U hingegen spezialisieren wir in dem Sinne^ daß wir einen be- 
sonderen Punkt Ä des fiaumes T mit den Koordinaten x', y\ z' an- 
nehmen und ferner die Existenz einer Funktion U^, die erstens 
samt ihren ersten und zweiten Ableitungen im ganzen Raum T end- 
lich und stetig sei und die zweitens die Eigenschaft haben soll^ 
daß, wenn C ein beliebiger Punkt der Oberfläche von T ist, ihr Wert 
in diesem Punkt: 

* r 

sei, wobei r jetzt speziell die Entfernung des Punktes Ä Ton C, sonst 
allgemein diejenige eines Punktes jBx,y,zf dessen Koordinaten die 
Argumente der Funktionen U, U^, F sind^ vom Punkt A bedeutet. 
Dann soll die zuvor bei Ableitung des Gbeen sehen Satzes in den 
Formen (6) bis (9) beliebig gelassene Funktion ü laut Voraussetzung 
so beschaffen sein^ daß 

ü{x,y,x)'^ ^1 + "7 

ist Dies U ist die ,,GB£ENSche Funktion'^ Diese Funktion hat 
also die Eigenschaft, daß sie Null ist fdr die gesamte Oberfläche 
des Raumes T^ und außerdem genügt sie in allen Punkten von T 
denselben Stetigkeitsbedingungen, außer in Punkt Ä. Denn U^ 
genügt stets und überall diesen Bedingungen und 1/r gleichfalls^ 
mit Ausnahme von Punkt Ä, wo 1/r s oo, mithin: 

U^Ü^ + OQ 
also unendlich wird. 

Führt man in Gleichung (9) diese beiden Funktionen U und F 

ein, so können wir dieselbe nicht mehr ohne weiteres als gültig 

betrachten, d. h. nicht mehr ohne weiteres über den ganzen Saum T 

integrieren, da in Pankt A die Stetigkeitsbedingungen nicht mehr 

unbedingt erfüllt sind. Um diejenige Gleichung zu finden, welche 

in diesem Falle an Stelle des Gbeen sehen Satzes in der Form (9) 

tritt, nämlich Gleichung (11) des jetzigen Paragraphen, konstruieren 

wir um Punkt A eine kleine Kugel vom Radius {), die ganz innerhalb 

von T liege, und bezeichnen denjenigen Teil von T, der außerhalb 

dieser Engel, zwischen deren Oberfläche und der Begrenzungsfläche 

von T liegt, mit T^ , den innerhalb der Engel gelegenen Raum aber 

mit 2L, so daß: 
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ist. Die Begrenzungsfläche des Baumes T sei t^, diejenige der Kugel 
sei ^2* Dann ist offenbar auf den Baum T^ der GnEENsche Satz in 
der Form (9) des vorherigen Paragraphen ToUstandig anwendbar, da 
f&r diesen Baum die Stetigkeitsbedingungen erfüllt sind. Da aber 
der Baum T^ die Begrenzungsflächen t^ und t^ hat^ so folgt für ihn 
nach Gleichung (9): 

( (do u^ + fdo u^ - fdo f4^- - fdo r^ 

j on J dn J dn J on 

k tt tx k 

Tx Tx 

Jetzt unterwerfen wir {/auch noch der weitereu Bedingung, daß: 

sei im ganzen Baum T. Dann wird das letzte Integral der rechten 
Seite von Gleichung (1) Null, da die Funktion 1/r die Eigenschaft 
hat, daß J(l/r] s ist^ weshalb auch: 



(1) 



1 f. 



wird. Die Gleichung (1) gilt nun aber stets, wie groß oder klein die 
Kugel auch sei. Lassen wir dieselbe also immer kleiner und kleiner 
werden, so wird Gleichung (1) auch noch zwischen den Ldmiten be- 
stehen, falls sich nur die einzelnen Integrale bestimmten endlichen 
Grenzen nähern. Das zu untersuchen ist daher unsere nächste 
Aufgabe. 

Das erste Volumintegral der rechten Seite von Gleichung (1) 
bleibt stets endlich und nimmt für verschwindendes q den Wert an: 



UmCdrüAF^fdrUAF. 



r, T 

Denn es ist: 



JdTUJF^^JdTUJF^fdTUAF 

Tx T Tt 

und: 

fdrUAF^fdrU^JF + J^JF. 

r, r, r. 

Wenn die Kugel unendlich klein wird und die zu integrierende 
Funktion überall kontinuierlich ist, was Voraussetzung ist, so unter- 
scheiden sich offenbar die Werte in den verschiedenen Punkten der 
Kugel nur unendlich wenig vom Wert in ihrem Zentrum. Bezeichnet 
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also U^ und JF' den Wert von U^ und AFim Kugelzentrum, so 
wird: 

wobei die Integration über die sämtlichen Volumelemente der Kugel 
zu erstrecken ist Direkt folgt zunächst: 

U[Arjdr^ü[Ar'^^. 

Zur Berechnung des zweiten Integrals der rechten Seite letzterer 
Gleichung führen wir die Polarkoordinaten r, &, tp ein und erhalten, 
da nach dem früheren: 

dr =s r* sin & dr dß- dtp 
ist: 

I \ { rdrAn&d&dcp ^2%Q^. 



Folglich: 

JdrüAF^ U;Ar^^^ + Ar2nQK 

Da ü[ und AV stets endlich bleiben, so verschwindet also dieser 
Wert mit verschwindendem Kugelradius q, und daher wird in der 
Tat, wenn die Kugel unendlich klein wird: 

lim frfr t/ J r « Jdr ÜAF. 

Ti T 

Femer wird in Gleichung (1), da für die ganze Oberfläche t^ 
nach der Voraussetzung {7=0 ist, auch: 

CdoU-^=^0. 

J on 

Zur Behandlung des ersten Volumintegrals der rechten Seite 
von Gleichung (1) kann man aber auch so verfahren, daß man die 
Größe: 

JdrUAr 

auf der rechten und linken Seite von Gleichung (1) addiert. Im 
Hinblick auf die Gleichung: 

jdrUAr^^dTÜAF ^fdrUAF 
r, T Tt 

BccHHOLz, Angewandte Mathematik. 9 
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hebt sich dann diese addierte Größe rechts in Gleichung (1) fort^ 
and dieselbe geht für verschwindenden Eugelradias über in: 



(2) 



lim J^ö U-j^ ~ hmjdo F^ + Um Jrfr UJ F 
= ^drUAF + JdoF^. 



wobei die beiden Integrale der rechten Seite, da sie vom Eadius der 
Kngel ganz unabhängig sind, wenn q unendlich klein wird, offenbar 
kein Limitenzeichen bedürfen, und wobei noch: 

jdxFAU^Q 

gesetzt wurde, weil im Raum T^ überall A U^ und folglich J ZZ = 
sein sollte.^) 



^) Wenn die Kugel immer kleiner und kleiner wird, so schrumpfe auch der 
Raum Tg immer mehr und mehr in das Rugelzentrum A zusammen, und dann 
könnte es o£Fenbar zweifelhaft sein, ob Punkt A auch noch im Kaum 7\ enthalten 
ist. Auf diese schwierigeren prinzipiellen Fragen gehen wir deshalb so ausführlich 
ein, „weil sie vielfach, selbst in Riehanns Vorlesungen keineswegs 
klargenugerörtertsind" (Boltzmann s eigene Worte). Der genannte Zweifel 
lOst sich indes mittels der verschiedenen Größenordnung des unendlich Kleinen. 
Denn wenn auch die Kugel unendlich klein wird, so bleibt doch ihr Radius 
immer noch unendlich groß den Größen gegenüber, die bei der Definition der 
Differentiale verwandt worden sind, d. h. q ist doch noch als unendlich groß 
gegen dn und dx zu betrachten, und die Grenzen der in Betracht kommenden 
Integrale erfüllen daher bei dieser Voraussetzung die Gleichung (l) immer. 
Anders wäre es dagegen, wenn auch q als von derselben Größenordnung klein 
wie dn und dx zu betrachten wäre. 

Denken wir uns in diesem Fall den Körper T mit Masse erfüllt, deren 
Dichte a^a{Xy y^x) im beliebigen Funkt B sei, so wäre das Potential der ganzen 
Masse im Raum T^ auf Punkt Ax 

a dx 



f 



und dann wäre sicher: 

a dx 
— = 0, 



'/ 



da Punkt A ja nicht im Raum Ti sondern im Raum T^ liegt Würde nun die 
Kugel immer kleiner und kleiner, so näherte sich das letztere Integral immer 
mehr dem Wert: 

T 



§1»] 
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Setzt mBn nun in Gleiclmng (2) für U seinen Wert U=^ ü^ + Ijr 
ein, BO folgt zunächst: 

J ^ dn J r dn J dn 

<• k *• 

(3) \ --lim Jdor-^+]im fdTU^jr+ lim J^JV 

.fdrUjy+fdoF^, 

T h 

wobei die Limiten so zu verstehen sind, daß g immer kleiner und 
kleiner wird. 

Um den ersten Limes der linken Seite von Gleichung (3) zu 
bestimmen, ist über die ganze Oberfläche t^ der kleinen Kugel zu 



indes w&re es falsch, anzunehmen, daß dann auch: 

ndt 



wäre, da dann yieimebr: 



'/^-» 



A I es— 4«(r 

T 



wäre; die zuvor gemachten Schl&sse wären also dann nicht mehr anwendbar. 

Zwar wäre noch: 

r adx _ r adx C <rd% 

T T, T, 

und ebenfalls: 



und daher auch noch: 



T T, Tt 



Beim Obergang zur Limite aber würde jetzt nicht mehr: 

lim 



iu^jf^^O, 



da nicht mehr: 

Tt Tt 

ist. In dem zuvor behandelten Fall aber ist in der Tat: 



'/^-/--(r) 



fdrVJÜ^O, 



9 
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integrieren. Bei Einftüirang von Polarkoordinaten wird zunächst 
nach dem früheren: 

2a 2a 
tt 

Bezeichnet nnn allgemein S einen Mittelwert^ so ist: 

fdoE^efdo, 
also in diesem Sinne das Integral der linken Seite letzterer Gleichung: 

Nnn ist aber f do, die ganze Oberfläche der Kugel von Radius q^ 
gleich AnQ^y daher: 

Dieser Wert aber verschwindet mit q und mithin ist: 
(4) limJdo£/j4J-0. 

Ebenso folgt für das zweite und dritte Glied der linken Seite 
von Gleichung (3) für (> ^ 0: 



(5) lim f— -= — 3= lim — 5 — \do = lim -^ — p 4;r = , 

^ ' J r an o an J an ^ ' 



(6) lim fdoF^ -Hm V^o^An = 0. 

^ ' J an an ^ 

Das vierte Glied der linken Seite von Gleichung (3) hingegen 
verschwindet nicht mit q, da die Normale n zur Fläche L stets 
nach dem Äußeren des Raumes T^ geht, (über den zu integrieren 
ist) und folglich mit dem Radius entgegengesetzt gerichtet ist. Somit 
ist jetzt: 

ai- dl. 

r r 1 



dn dr r* 

Sei nun V der Wert von F im Fixpunkt Ä, so ist, da die Ober- 
fläche t^ der Kugel Punkt Ä unendlich nahe liegen soll: 

wo J? im allgemeinen endlich, in speziellen Fällen vielleicht auch 
Null, xxnA'a eine unendlich kleine Größe ist. Dabei ist r vor der 
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DifiPerentiation als variabel zu betrachten, nach derselben gleich g zu 
setzen. Daher wird, weil F' im Zentrum seinen Wert nicht ändert: 

fF-^do^f{V' + aJE)\Q^dG)=^ rfdco + ajBda) 

wo E wieder ein Mittelwert, und a unendlich klein ist; mithin wird^ 
wenn q verschwindet: 

(7) ]im\r-^do^Anr. 

Das fünfte Glied der linken Seite von Gleichung (3) hingegen 
verschwindet "wieder fiar (> = 0, da: 

JU^A Vdx = V^ Trfdr =-^ü^ 'ÄTq^ 
r, 

ist, und folglich wird: 

(8) lim r?7i JFrfT = 0. 

Zur Bestimmung des letzten Gliedes der linken Seite von 
Gleichung (3) schließlich fuhren wir wieder die Polarkoordinaten r^ 
i9>, tp ein, also nicht die Engel vom Radius (>, sondern diejenige vom 
Badius r, wo r < (> ist. Ein Flächenelement dieser Engel ist: 

do = r* ws.d'dd' dff , 

also das auf der Engel vom Radius 1 gelegene entsprechende Element: 

dcj = sin & d& dtp . 

Ein Yolumelement des Raumes T^ erhalten wir mithin, wenn wir 

eine zweite konzentrische Engel vom Radius r + dr konstruieren 

und den Inhalt des unendlich kleinen Zylinders berechnen, der 

zwischen den beiden ähnlichen Flächenelementen der beiden Engeln 

liegt: 

dr = r*sixi&d&dq)dr = r^drda). 

Also wird, da zur Erschöpfung des ganzen Volumens der kleinen 
Engel bezüglich r von bis (», und bezüglich eo über die ganze 
Oberfläche der Engel vom Radius 1 zu integrieren ist: 

e 
fyjrdT^IFj JrdrdG)=^ÄT^47t^2nQ^jr, 
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wenn AV den Wert von JF im. Zentrum der Engel bezeichnet 
Konvergiert q gegen Null, so wird also auch: 

(9) Umj^jr=0. 

Und folglich reduziert sich Gleichung (3) im Hinblick auf die Werte 
(4), (5), (6), (7), (8), (9) auf: 

WO also V der Wert von F im Fixpunkt Ä ist. Das also ist die 
Gleichung, in welche der GsEEKsche Satz (9) des vorigen Paragraphen 
bei den gemachten speziellen Annahmen über die Funktionen U' 
und F übergeht. Sie wurde zuerst von Dieichlet in anderer Weise 
abgeleitet, und in ihr ist ü die GfiEENSche Funktion. 

Dabei ist also die GfiEENsche Funktion eine Funktion, die hin- 
sichtlich einer Oberfläche t^ eines Raumes T und eines Punktes Ä 
definiert ist; nämlich als: 

* r 

• 

wobei r die Entfernung des Punktes Ä vom Punkt -ff«,y,, bezeichnet, 
dessen Koordinaten die Argumente der Green sehen Funktion sind. 
Die Funktion U^ hat auf der Oberfläche t^ den Wert — 1/r, ist 
aber im übrigen, ebenso wie ibre ersten und zweiten Derivierten, 
im Raum T endlich und stetig und genügt der Laplace sehen Diffe- 
rentialgleichung Jü^ =0. Offenbar sind ferner in Gleichung (10) 
die Indizes 1 und t^ an den Integralen jetzt nicht mehr nötig, da die 
kleine Kugel ganz aus der Betrachtung herausgefallen ist und nur 
mehr der einzige Raum T vorliegt, in dem der Punkt B mit den 
laufenden Koordinaten Xj i/, z und der Fixpunkt Ä mit den Koordi- 
naten x', y\ z' gelegen sind. 

Unter Umständen ist es möglich, die GfiEENsche Funktion TJy 
deren Existenz wir erst nach Ableitung des Dibichlet sehen Prin- 
zip es allgemein beweisen werden, für ein bestimmtes Problem auf- 
zuflnden. Vorläufig setzen wir ihre Existenz voraus. Ist dann 
die Green sehe Funktion JJ für einen Raum T hinsichtlich des 
Punktes A bekannt, und sind von einer Funktion F, die nebst 
ihren ersten und zweiten Ableitungen endlich und stetig ist, erstens 
der Wert von F in jedem einzelnen Punkt der Oberfläche von % 
und zweitens JF ftir jeden Punkt im Innern von T gegeben, sind 



§ 20] Siebentes Kapitel. Der GRESiische Satz usw. 135 

also üj V^ and AY^ bekannt^ so gestattet die DiBiCHLExsche 
Gleichung: 

(11) r « - -^ [UAVdx - 4- f^4^do 

^ ' 4tn J An J an 

die Berechnung des Wertes von V für den Punkt Ä im 
Innern des Raumes T, hinsichtlich dessen die GnEENsche Funktion 
gegeben ist Dabei ist: 

die partielle Differentialgleichung: 

aus der allein natürlich V nie allgemein zu finden wäre. Vielmehr 
braucht man dazu noch Grenzbedingungen^ und wir wählen eben 
die, daß für die ganze Oberfläche t^ des Raumes T die Funktion: 

gegeben sei> und ebenso jrftirjeden Punkt des Raumes T selbst. 
Um das Problem zu lösen, muß man hinsichtlich jedes Punktes im 
Innern des Raumes T die Funktion ü kennen. Unter diesen Voraus- 
setzungen ist ^ durch Quadraturen nach Gleichung (11) auffindbar. 
Ist also die Berechnung der Gbeen sehen Funktion U in einem be- 
stimmten Falle, wie z. B. für ein rechtwinkliges Parallelepiped hin- 
sichtlich jedes Punktes im Innern gelungen, so ist die Differential- 
gleichung: 

d«F a«r ö»r _ ^, . 

was immer f für eine integrierbare Funktion repräsentiere, mit 
Hilfe Yon Gleichung (11) nach V auflösbar; denn integrierbar muß 
natürlich /'(ar,y,z) sein, weil das Integral fUAVdr jetzt übergeht 
in fUf{x,yjZ)dT. 

§ 20. Yerallgemeinemng der Birichletschen Gleichung. 

Die bisher gemachten Annahmen können wir nun aber noch 
erweitem und dadurch die DiRiCHLETsche Gleichung (11) völlig ver- 
allgemeinem. Wichtig ist diese Verallgemeinemng für den späteren 
Beweis in seiner allgemeinsten Form, daß die Potentialfimktion 
durch gewisse Bedingungen eindeutig bestimmt ist. 

Bisher setzten wir die Funktion V im ganzen Raum T, imd die 
Funktion U überall in diesem Raum, außer in Punkt Äj als konti- 
nuierlich voraus. Indes kann man Gleichung (11) des vorherigen 
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Paragraphen auch noch auf solche Fälle ausdehnen, in denen die 
Kontinuitätsbedingung in gewissen Bezirken verletzt ist 

Sei erstens die Kontinuitätsbedingung in einer nicht ge- 
schlossenen Fläche verletzt — ganz geschlossen darf die Fläche 
nicht angenommen werden ^ da dann ein ganzer endlicher aus dem 
Raum T auszuscheidender Hohlraum vorhanden wäre — so denken 
wir um diese Fläche FF' zu beiden Seiten eine unendlich nahe 
Fläche konstruiert, von der ein beliebiges Element mit do bezeichnet 
werde^ und die ihrerseits geschlossen sein muß^ indem sie nach der 
Voraussetzung die nicht geschlossene vöUig umgibt. Auch in diesem 
Fall gilt Gleichung (11) noch, nur treten zum Oberflächenintegral 
noch die beiden in der nachfolgenden Gleichung (1) gegebenen 
Integrale hinzu, die über alle Oberflächenelemente der Umhüllungs- 
fläche zu erstrecken sind; das erste eo ipso^ das zweite deshalb, 
weil jetzt die Bedingung: 



/ 



an 



für die ümhüllungsfläche nicht mehr erfüllt ist: 

.^. I 4nJ An j an An J an 

^ An J an 

Zweitens könnten offenbar die Kontinuitätsbedingungen nur 
längs einer Linie unerfüllt sein. Auch dann denken wir uns wieder 
diese Linie von einer unendlich nah sich anschmiegenden geschlossenen 
ümhüllungsfläche umgeben, und haben wieder zur rechten Seite von 
Gleichung (11) zwei analoge Integrale, wie die beiden letzten in 
Gleichung (1) hinzuzufügen, die über die Umhüllungsfläche zu er- 
strecken sind. Wären drittens die Kontinuitätsbedingungen nur 
für einen Punkt nicht erfüllt, so denken wir uns diesen von einer 
unendlich kleinen Kugel umgeben und erhalten auch wieder an Stelle 
von Gleichung (11) die Gleichung (1), von der die DiRiCHLETSche 
Gleichung (11) also nur ein spezieller Fall ist. Diese Flächen, 
Linien und Punkte, in denen die Diskontinuität verletzt ist, wollen 
wir als Diskontinuitätsflächen, Diskontinuitätslinien und 
Diskontinuitätspunkte bezeichnen. 

Die allgemeine Gleichung: 

T t V 
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in welcher der Index I) bezeichnet, daß das Integral über den Dis- 
kontinuitätsbezirk zu erstrecken ist, berechnen wir nun für jeden 
der drei erwähnten Fälle separatim> indem wir das Zusatzglied 
d. i. das dritte Glied der rechten Seite, für jeden dieser Fälle für 
sich berechnen. Bezeichnen wir mit Zf^ Z^y Z die Zusatzglieder, 
wie sie bezüglich von den Diskontinuitätsflächen, Diskontinuitätslinien 
und Diskontinuitätspunkten herrühren, so besteht unsere Aufgabe 
also in der näheren Präzisierung der Gleichung: 

(8) ^AnV'^jUA rdx +JV-^do + Zf + Z, + Z^. 

um zunächst Zf allgemein zu berechnen, nehmen wir an, daß 
mehrere Diskontinuitätsflächen im Kaum T vorhanden seien. Den 
Durchschnitt einer derselben mit der Ebene des Papieres denken 
wir uns gezeichnet samt 
demjenigen der unendlich be- 
nachbarten ümhüUimgsfläche 
(vgl Fig. 46). Zieht man 
dann durch alle Begrenzungs- 
punkte irgend eines Flächen- 
elementes do der Diskon- 
tinuitätsfläche selbst die be- 
züglichen Normalen (ygl. Fig. 47), so wird durch diese Normalen 
ofienbar auch auf jeder Seite der Umhüllungsfläche ein Element 
ausgeschnitten, das gleich do ist Die Werte von U und F aber 
können dabei auf jeder Seite der Diskontinuitätsfläche verschieden 
sein und mögen mit U^^ V^ bezüglich U^, V^ bezeichnet werden. Da 
femer die Normalen stets in das Äußere des Raumes T hinein* 
zuerstrecken sind, so werden auch die Werte: 

du . dV 

und 





Fig. 46. Fig. 47. 



dn dn 

auf beiden Seiten der Diskontinuitätsfläche verschieden und gleich: 



dU, 



^ bezüglich: ^, 4^ 



dn dn ° dn dn 

sein. Bezeichne also ^2 ^^^ Umhüllungsfläche und sei das Zusatzglied : 

zu berechnen, so ist das Glied, welches das untere Flächenelement 
in dies Integral hineinliefert: 



(''.^-^.4^)^»- 
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Dasjenige, welches das obere in das Integral hineinbringt» ist: 

SO daß jetzt allgemein: 

tt D 

wobei das Integral rechts über alle Flächenelemente der Diskonti- 
nuitätsfläche zu erstrecken ist 

Ein ganz spezieller Fall, den wir nun ins Auge fassen wollen, 
ist der, daß die Funktion ü in der Diskontinuitätsfläche selbst nicht 
diskontinuierlich ist. Dann also ist der Wert von ü auf beiden 
Seiten der Diskontinuitätsfläche gleich: U^ = U^, Als zweite Be- 
dingung führen wir ein, daß auch: 

dn dn 

sei, eine Bedingung, die besteht, wenn die Normalen nach derselben 
Seite gezogen würden. Da wir sie aber nach verschiedenen Seiten 
zogen, so führen wir als zweite Bedingung vielmehr: 

dU, ^ dUp 
dn dn 

ein. Drittens spezialisieren wir den allgemeinen Fall noch dahin, daß 
die Funktion F das Potential von Massen sei, die nur in vierfach ver- 
schiedener Weise im Raum 7 vorhanden sein können; erstens können 
sie im endlichen Raum T mit kontinuierlicher Raumdichte o- verteilt 
sein, so daß keine Diskontinuität vorhanden, sondern stets /iF=^'-in(r 
ist; zweitens kann aber ein Teil dieser Massen auch auf gewissen 
Flächen mit endlicher Flächendichte o) verteilt sein, die dann Dis- 
kontinuitätsflächen repräsentieren; drittens kann ein Teil der 
Massen auf beliebigen Kurven mit endlicher Liniendichte X verteilt 
sein, das sind dann Diskontinuitätskurven; schließlich könnte 
viertens ein Teil der bezüglichen Massen in einzelnen Punkten 
Diskontinuitätspunkten, konzentriert sein. 

Bezeichnet F das Potential aller dieser vier verschiedenen Arten 
von Massen zusammen, so sind weitere Diskontinuitäten ausge- 
schlossen. Nach dem früheren wird nun aber das Potential und 
seine tangentialen Derivierten nicht diskontinuierlich beim Ubei^ang 
des Aufpunktes von der einen Seite einer mit Masse belegten 
Fläche zur andern, während die normalen Kräfte sich diskontinuier- 
lich ändern. Daher ist jetzt: 
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(5) 



V = V 



dn 



+ 






— 47r ö> 



und folglich wird Oleichung (4) bei den gemachten speziellen 
Voraussetzungen: 

denn in Gleichung (5) sind nach der früheren Voraussetzung die 
Richtungen Ton der Diskontinuitätsfläche weg als positiv betrachtet 
Diese Bichtnngen würden jetzt aber in das Innere unseres begrenzten 
Baumes gerichtet sein, da der die Diskontinuitätsfläche umgebende 
Baum als äußerer zu betrachten ist. Daher ist das Vorzeichen 
umzukehren, und die rechte Seite letzterer Gleichung erhält somit 
ein negatives Zeichen. 

Sind mehrere Diskontinuitätsflächen vorhanden, so ist das 
Zusatzintegral über alle einzeln zu erstrecken und die Summe aller 
dieser Integrale zu nehmen. In diesem Falle also wird: 



(6) 



^^ = -4i;r y^ fUcjdo. 



D 



Sind femer Diskontinuitätslinien im Baum T vorhanden, 
die zur rechten Seite der Dibichlet sehen Gleichung (11) des § 19 
den Betrag Zi hinzuliefern, so fassen wir zu dessen Bestimmung 
eine dieser Linien ins Auge und denken sie von einer unendlich 
nahe sich anschmiegenden ümhüllungsfläche wie folgt umgeben. 
Wir nehmen die Länge AB = s auf der Diskontinuitätslinie an und 
lassen nun s um ds wachsen, wodurch wir nach 
Punkt C gelangen (vgl. Fig. 48), so daß -B C = ^jr 
ist. Dann denken wir uns durch die zwei 
Punkte £ und C je eine Ebene gelegt, die auf 
dßr Diskontinuitätslinie senkrecht steht, und 
hierauf in diesen beiden Ebenen je einen Kreis 
vom unendlich kleinen Badius i konstruiert, der 
sein Zentrum in £, bezüglich C habe. Denkt 
man sich diese Kreise für alle Punkte der Dis- 
kontinuitätslinie gezogen, so bildet der geo- 
metrische Ort der Peripherien aller dieser 
Kreise eine gebogene Zylinderfläche mit kreis- 
förmigem Querschnitt, welche die Diskontinuitätslinie völlig um- 
hüllt, und von der jedes unendlich kleine Stück eine Zylinderfläche 




Fig. 48. 
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exakt darstellt. Wir betrachten jetzt speziell das unendlich kleine 
Stück zwischen den zwei Kreisen vom Zentrum B, bezüglich C. 
Zunächst denken wir im Kreis vom Zentrum B eine ganz be- 
liebige Bichtung B M fixiert und irgend einen Radius t gezogen, der 
mit BM den Winkel y bilde; durch den in der Peripherie ge- 
legenen Endpunkt dieses Radius aber denken wir eine Parallele 
zvi BC konstruiert Wächst dann tp um dtp, so folgt ein neuer 
Radius, und denkt man analog durch dessen Endpunkt eine neue 
Parallele gezogen, so repräsentiert das ganze, zwischen diesen beiden 
unendlich benachbarten Seiten enthaltene Zylinderoberflächenstück, 
das in Fig. 48 schraffiert angedeutet ist, ein Flächenelement 
der ümhüllungsfläche: 

do = t d(p ds . 

Da nun t jetzt stets mit der Normalen zusammenfällt, und die 
Richtung, in der t wächst, mit der Richtung der Normalen in das 
Innere zusammenfällt, so wird offenbar das Zusatzintegral, indem 
die Integration bezüglich (p von bis 27t, und diejenige bezügUch s 
über die ganze Länge der Diskontinuitätslinie zu erstrecken ist: 

•^.--/7>4f-^-lf)'^»''- 

u u 

Dabei hat Z^ negatives Vorzeichen erhalten, weil: 

d_U^^dll dV ^ dV 

dn dt dn dt 

ist 

Sind mehrere Diskontinuitätslinien vorhanden, so hat man sie 
sämtlich in dieser Weise umhüllt zu denken, das Zusatzintegral 
über alle einzeln zu erstrecken und alle die Integrale zu addieren. 
So folgt: 

ü 

Nun machen wir wieder die spezielle Voraussetzung, daß 
erstens U samt seinen Derivierten in der Diskontinuitätslinie nicht 
diskontinuierlich ist, und daß zweitens F zwar diskontinuierlich, 
aber das Potential von Massen ist, die sich mit der endlichen 
Liniendichte X auf den Diskontinuitätslinien verteilt finden, so daß 
die auf dem Linienelement ds befindliche Masse X ds ist Theoretisch 
könnte k auch unendlich sein; wir schließen diesen Fall indes aus. 
unter diesen speziellen Annahmen wird F offenbar längs der ganzen 



§ 20] Siebentes Kapitel. Der GfiEEKsche Satz usw. 141 

Diskontinuitätslinie in einer bestimmten Weise diskontinuierlich. 
Denn wenn wir längs einer ganzen Linie Masse mit einer endlichen 
Liniendichte verteilt denken, so wird das Potential unendlich nahe 
der Linie unendlich wie der natürliche Logarithmus des unendlich 
kleinen Abstandes t des Aufpunktes Ä von der Diskontinuitätslinie: 

Gleichung (7) aber wird jetzt: 

« • 

Da nun dU\dt endlich ist^ dagegen tV sich der Grenze Null mit 
abnehmendem t nähert, da: 

tf ^Btl{^) 

ist, und zwar l{f\ unendlich wird flir ^ = 0, hingegen (vgl. § 17) 
tl[t) mit / zugleich gegen Null konvergiert, so verschwindet das 
erste Glied der rechten Seite letzterer Gleichung, wenn der Radius /, 
wie vorausgesetzt, unendlich klein ist, und demnach wird, danach § 17: 

ist: 

• 

Vorauszusetzen ist dabei natürlich noch, daß die Diskontinuitäts- 
kurven in ihrer ganzen Länge zusammengenommen endlich sind. 
Bezüglich des (p ist um einen unendlich kleinen Kreis zu integrieren, 
der den Punkt B umgibt. Für U aber kann überall der Wert ge- 
setzt werden, der auf dem Linienelement d$ herrscht, und ebenso 
verstehen wir unter X die lineare Liniendichte auf diesem ElemjBnt. 
Dann sind U und X vom Winkel cp nicht mehr abhängig, und die 
Integration bezüglich q) ist ausführbar. Unter diesen Voraus- 
setzungen folgt als Zusatzintegral, wenn wir dasselbe für alle Linien- 
elemente sämtlicher vorhandenen Diskontinuitätslinien bilden und 
alle diese Integrale summieren: 

(8) Z^^-An^jUXds. 

Seien schließlich im Saum T mathematische Punkte vor- 
handen, in denen Diskontinuitäten eintreten dadurch, daß {/oder F, 
oder die betreffenden Differentialquotienten in diesen Punkten un- 
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endlich werden. Zunächst fassen wir wieder einen einzigen solchen 
Punkt ins Auge und denken ihn von einer unendlich kleinen Eugel 
Yom Badius q umgeben. In dem Zusatzglied: 

du 



^-K'^^-m" 



bedeutet dann also do ein Oberflächenelement dieser Kugel. Kon- 
struiert man jetzt um diese Kugel eine konzentrische Kugel vom 

Badius 1, markiert auf der Kugel vom Badius q 
ein Oberflächenelement do^ und verbindet alle 
Punkte desselben mit dem Zentrum A (vgl. 
Fig. 49); so erhält man einen Kegel bzw. eine 
Pyramide, durch deren Verlängerung bis zur 
Kugel vom Badius 1 auf dieser ein Element ^q> 
herausgeschnitten wird^ so daß: 

do = Q^dm 

ist. Da femer q überall normal zur Oberfläche 
der Kugel ist, so ist die Normale stets entgegengesetzt dem Badius 
gerichtet und folglich ist: 

Das gesamte durch alle Diskontinuitätspunkte hervorgebrachte Zu- 
satzglied wird somit: 




Fig. 49. 



(10) 



=-^/(^ 



bü 



-t/ 



bV 



) Q^ da , 



wobei das Integral über alle Oberflächen sämtlicher Diskontinuitäts- 
kugeln zu erstrecken ist, und alle diese Integrale zu addieren sind. 
Ist wieder speziell 27 kontinuierlich und Feine diskontinuier- 
liche Potentialfunktion, so kann diese Diskontinuität ofienbar nur 
dadurch entstanden sein, daß im betrefienden Punkt A eine end- 
liche Masse m vereint ist. In diesem Fall wird: 



r 



1' 



WO F^, das Potential der übrigen Massen, in Punkt A nicht dis- 
kontinuierlich werden kann, so daß bloß mjr die Diskontinuität 
hervorruft. Daher wird jetzt für die Oberfläche der Diskontinuitäts- 
kugel: 



r= — + F, 



also für r = p : 



1 ' 



dV 



m 
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Durch Einsetzen dieses Wertes in Gleichung (10) erhält man: 

Das erste und dritte Glied der rechten Seite dieser Gleichung ver- 
schwindet mit Q. Denn es ist: 

lim m Q -« — 1 d(o =: lim 4n m q-^ — = für p = ü . 

Wenn nun Uji der Wert von ü im Zentrum Ä ist und: 

U^Uji + uB 

ist, wo a mit q verschwindet, so wird, da — U{dFyldQ)Q^ mit q 
verschwindet: 

Jlr^ - U-^) Q^d(o = m ÜAJdcü + ]im mafßdcü ^ 4n mU^. 

Bezeichnen wir also mit U^ allgemein den Wert von U an der- 
jenigen Stelle, wo sich die endliche Masse m befindet, so wird das 
Zusatzglied aller vorhandenen endlichen derartigen Massen: 

(11) Z^ 4.n^mU^. 

Daher wird die verallgemeinerte Form der Diriohlet sehen 
Gleichung (11) des § 19 im Hinblick auf die Gleichungen (6), (8) 
und (11): 

(12) |-'" = -^/^^'^''^+^/ '^■^'"-2/ ''"'''' 

§ 21. Die drei Fnndamentalbedingungen, durch welche die Potential- 

fonktion eindeutig bestimmt ist. 

In einem gewissen Zusammenhang mit den zuvor durchgeführten 
Untersuchungen steht der Beweis, daß die Potentialfunktion durch 
gewisse Bedingungen stets eindeutig bestimmt ist. Die eine dieser 
Bedingungen ist die aus dem früheren bereits bekannte PoissoNsche 
•Gleichung. Die beiden andern aber müssen wir, ehe wir den ge- 
nannten allgemeinen Beweis erbringen, erst noch ableiten. 

Sei dazu V das Potential einer endlichen Anzahl beliebiger 
Massen, die in einem endlichen Baum T auf Flächen, Linien oder 
in Punkten verteilt seien; wählen wir ferner irgendwo im Innern 



^ 
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dieses Baumes den UrspruDg eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
und fassen einen beliebigen Aufpunkt A mit den Koordinaten x, y, Zj 

der innerhalb oder außerhalb des Baumes T 
liege, ins Auge (vgl. Fig. 50), so ist, wenn r 
die Ekitfemung irgend einer dieser Massen 
Ton A bezeichnet, das Potential: 

also, wenn r irgend einen Mittelwert be- 
zeichnet, auch: 

r 

Bückt nun Punkt A ins unendliche, so wer» 
den alle r und folglich auch r unendlich; da 
aber die Summe aller Massen endlich ist, so wird: 

(I) limF=0. 

r SS 00 

Um die zweite gesuchte Bedingung zu erhalten, yerbinden wir 
Punkt A mit dem Ursprung und erhalten: 

Wenn nun Punkt A wieder ins Unendliche rQckt, wodurch auch R 
unendlich wird, alle Massen aber im Endlichen liegen, so wird offen- 
bar für jede Entfernung r, da id — r = ^ eine endliche Größe und: 




Fig. 50. 



ist: 



und folglich: 



r r 



lim(^-l) = 



lim — = 1 , lim -=- == 1 . 
r ' r 



^m aber bleibt endlich; folglich ist: 

XvoiRr^^m, 



R^co 



Femer ist, wenn |, t/, ^ die Koordinaten irgend eines Massen«- 
Punktes P bezeichnen: 



also: 



r = l/(x - if + {!/- n? + (^ - C? 



Bx r* 



cos (r, x) 
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und folglich: 



dV 



"^TT m cos (r, x) 



r 



Kückt nun A ins unendliche^ so werden alle r immer mehr und 
mehr parallel und limÄ/r = 1, also dann: 

Allgemein ist aber, wenn D eine beliebige Richtung bedeutet, nach 
dem Früheren [vgl § 1 Gleichung (14)]: 

folglich: 

üm-|J = -liin[-^i^cos(AÄ)] 
und mithin: 



lim 



ÄiJ]=-Um[4-co8(Z>,iü)] 



Folglich ist, da 2 ^ ^^^ cos {D,JR) fttr Ä — oo stets endlich bleiben : 
(H) limÄ^ = 0. 

Hingegen wäre z. B. schon: 

lim Ä» -|Z^ = - cos {D, Ä) 2 ^ • 

Nehmen wir nun an, daß die vorhandenen Massen den endlichen 
Baum T' mit der endlichen variabeln Dichte a- kontinuierlich erfüllen, 
wobei ö" = (t{x,i/,z) die Volumdichte in einem beliebigen Punkt sei, 
so erfüllt für das Innere dieses Körpers die Potentialfunktion nach 
dem Früheren die PoissoNsche, für das Äußere die LAPLAOESche 
Differentialgleichung, wobei wir Diskontinuitätsstellen nur zunächst 
ausschließen wollen. Dann läßt sich zeigen, daß durch die drei Be- 
dingungen: 

(I) limr=0, 

(II) limÄ4^ = 0, 

— An ü 



(UI) ^^=]l 



die Potentialfunktion stets eindeutig bestimmt ist, d. h. daß es 
keine andere Funktion F geben kann, welche diesen drei Bedingungen 
zugleich genügt 

Dieser Beweis, der früher bloß von mathematischem Interesse 
war, hat in neuerer Zeit eine besondere Bedeutung für diejenigen 
Theorien gewonnen, welche eine Fernwirkung leugnen. Nach dem 

r 

Buchholz, Angewandt« Mathematik. 10 
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Newton sehen Gravitationsgesetz wissen wir, daß die Kraft gegeben 

ist durch einen Ausdruck: 

IT Ä« mm' 
A = 5 — » 

woraus sich für das Potential: 

p. __ ik* mm' 

ergibt. Bei Annahme einer Fernwirkung, d. h. des Gravitations- 
gesetzes, ist der naturgemäße Weg der, V zuerst zu bestimmen und 
dann nachzuweisen, daß es den Bedingungen (I), (II), (III) genügt 
Schließt man jedoch eine Femwirkung aus, so folgt aus den dann 
hypostasierten Eigenschaften eines elastischen Mediums, die nur von 
Volumelement zu Volumelement wirken, nicht das NEWTONSche 
Gesetz, und man kennt dann also auch das Potential nicht. Da 
man aber in diesen Theorien auf Bedingungen der Form (I), (II), (III) 
kommt, die man aus der Potentialtheorie schon kennte und von 
denen man weiß, daß ihnen das Newton sehe Potential genügt, so 
ist offenbar, wenn der Nachweis erbracht ist, daß nur das Potential 
diesen Differentialgleichungen genügt, damit gezeigt, daß der Nah- 
wirkungstheorie dieselbe Potentialfunktion genügt, wie der Fem- 
wirkungstheorie. Hierin liegt, abgesehen von der mathematisch 
prinzipiellen Seite, die Bedeutung des Beweises, den wir nun mittels 
der DiBiCHLET sehen Gleichung (11) von § 19 und danach allgemein, 
unter Annahme von Diskontinuitätsstellen, mittels Gleichung (12) von 
§ 20 führen wollen. 

Um zu beweisen, daß das Potential V durch die Glei- 
chungen (I), (II), (III) eindeutig bestimmt ist, zeigen wir, daß die 
Annahme, es gäbe noch eine andere Funktion F, die ebenfalls den 
Gleichungen (1), (II), (III) genügt, aber nicht die Potentialfunktion 
ist, auf eine Absurdität führt. Da diese andere Funktion F, unserer 
Annahme gemäß, den Bedingungen (I), (II), (III) genügen muß, so 
können wir auch auf sie die Gleichung (10) von § 19 anwenden: 

_ ^n r ^JUA VdT +^y^do, 

T t 

weil diese ja für jede beliebige Funktion V gilt, indem wir Dis- 
kontinuitätsstellen zunächst ausschließen; nur müssen V selbst und die 
ersten und zweiten Differentialquotienten nach dem Früheren end- 
lich und stetig sein. Um die Green sehe Funktion U zu bestimmen, 
nehmen wir einen Punkt x, y, z an und verstehen jetzt einfach 
unter U den reziproken Wert der Entfernung r des Aufpunktes Ä 
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mit den Koordinaten x\ %f^ z' von einem beliebigen Punkt mit den 
Koordinaten x^ y, Zy wobei also x^ y, z die Argumente der Funktion TJy 
dagegen x\ y', z* konstant sind: 

r 

Wir nehmen weiter an, daß überall: 

seL Als Fläche / aber wählen wir eine Kugel um Punkt x\ y, z' als 
Zentrum mit dem sehr großen Badius R, An der Peripherie des Raumes T 
femer sollte unter den früher gemachten Annahmen U^ sein. Allein 
diese Bedingung ist jetzt offenbar nicht ganz sicher erfüllt, da sich: 

bloß der Null nähert, wenn R unendlich wird. Und da die Existenz 
einer solchen Funktion JJ bis jetzt noch nicht allgemein von uns 
bewiesen wurde — der Existenzbeweis der Green sehen Funktion 
wird von uns vielmehr erst im Anschluß an das DiBiCHLETSche 
Prinzip gegeben werden (vgl. S. 171), — so wollen wir jetzt darauf 
verzichten, V so zu wählen, daß es auf der Oberfläche unserer 
Kugel exakt gleich 14 uU ist. Dafür muß dann aber offenbar jetzt 
der Beweis noch nachgeholt werden, daß das Integral: 

J an 

trotzdem verschwindet. Denn nur als wir dies Integral in 
Gleichung (1) von § 19 wegließen, haben wir die Bedingung ü = 
an der Oberfläche gebraucht. 

Um also dieser unsicheren Bedingung Z7 = jetzt ganz ledig 
zu werden, gehen wir nicht aus von Gleichung (11) § 19, sondern 
von der, an die Bedingung U=0 nicht gebundenen Gleichung: 

T t i 

Da jetzt t die Oberfläche der Kugel vom Radius R bedeutet, 

so wird, da hier die Richtung der Normalen mit der Richtung des 

Radius zusammenfallt: 

, 1 

dU '^'R 1 



dn dli Ä« • 

Femer ist, wenn wir wieder das Oberflächenelement da der Kugel 
vom Radius R auf eine Kugel vom Radius 1 projizieren: 

do =p R^dw , 

10* 
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also wird: 

du 



fv-^do=^^Jvd(B^^An V, 



wobei V den Wert yon V an irgend einem Punkt der Oberfläche 
der Kugel, also, wenn wir deren Badius sehr groß annehmen, einen 
im Unendlichen gelegenen Potentialwert bezeichnet. Für einen 
solchen aber ist: 
(I) Hmr=0, 

und somit nähert sich das zweite Integral der rechten Seite yoif^ 
Gleichung (1) mit wachsendem R der Null. Dasselbe ist beim dritten 
Integral der Fall, da: 

I U-^—do = — I Ä*rfo)-Tr^— = — -^-^ — I aQ> =5 47r R-^— 
J an J Jti on on J an 

t 

ist. Da aber: 

(H) limÄ4^ = 

ist, so verschwindet auch dieses Integral mit wachsendem R^ und 
folglich wird Gleichung (1) jetzt: 

-4«r = Jrfr-^jr. 

T 

Für V haben wir nun aber die dritte Bedingung: 

(III) jr=-47r<T 

vorausgesetzt innerhalb eines endlichen Raumes T' und außer- 
halb desselben: 

Dieser Baum T ist von der Kugel mit dem Radius R eingeschlossen 
zu denken^ und da in dem Raum zwischen der Kugeloberfläche und 
der Begrenzungsfläche von T keine Massen vorhanden sind, so ist: 

JdT^Ar=r^jdT^Ar, 

T 2" 

Daher wird letztere Gleichung auch: 

dx 



-47rr=-4;rJ-^ 



2»/ 

also: 

(2) r-/^ 
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d. L aber der bekannte Ausdruck für das Newton sehe Potential, 
den wir erhalten haben nur unter Voraussetzung der beiden Grenz- 
bedingungen (I) und (II) und der Poisson sehen Gleichung (III). 
Daher ist in der Tat die Potentialfunktion die einzige 
existierende Funktion, welche diesen drei Fundamental* 
bedingungen gleichzeitig genügt. 

Dieser Beweis läßt sich auch yerallgemeinern für den Fall, 
daß Diskontinuitätsstellen yorhanden sind. Sei also wieder V eine 
Funktion, die im Unendlichen die beiden Bedingungen (I) und (II) 
erfüllt und außerdem noch Gleichung (III), und die femer für ge- 
wisse Diskontinuitätsfiächen der Bedingung: 

bV dV ^ ^^^ 

für Diskontinuitätslinien der Bedingung: 

lim^47^=-2A 

genügt. Für Diskontinuitätspunkte aber werde ?^ unendlich wie ttiIq. 
Dann ist der Ausgangspunkt unseres Beweises Gleichung (1), zu der 
noch das Integral / hinzutritt, wenn wir die unsichere Bedingung 
ü = fallen lassen, also die Gleichung: 

(3) : 

- 4.7t'^JU(odo - An'^fuXds - 4n^m U^. 

Wählt man nun wieder einen beliebigen Punkt z', y\ z und 
konstruiert um denselben eine Eugel mit dem sehr großen Radius R^ 
deren Oberfläche t und deren Innenraum T sei, und sei wieder 
U = l/r, so verschwinden das zweite und das dritte Integral der 
rechten Seite letzterer Gleichung^ und man findet durch analoge 
Schlüsse wie zuvor: 

(4) r=f^ +j-^^ +/^ +2'f ' 

wobei das erste Integral über alle diejenigen Partien der Eugel zu 
erstrecken ist, für die ö- nicht Null ist Die letztere Gleichung ist 
aber auch wieder der bekannte Ausdruck für das Newton sehe 
Potential, nämlich dasjenige einer vierfach verschiedenen Massen- 
verteilung bezüglich im dreifach-, zweifach-, einfach -dimensionalen 



150 Erste AbteilÜDg. Das mechanische Potential- [§ 22 

Gebiet und in Punkten. Und da dieser Ausdruck ganz allgemein 
aus den drei Bedingungen (I), (II), (III) folgte, so gibt es in der Tat 
keine zweite Funktion, sondern nur die Potentialfunktion, 
welche den drei Fundamentalbedingungen gleichzeitig genügt. 

Achtes Kapitel. 

Das Dirichletsche Prinzip. 

§ 22. Der Boltzmannsclie Beweis des Prinzips for das einfach- 

dimensionale Gebiet. 

um dies schwierige Problem recht anschaulich zu machen, 
gehen wir von ganz einfachen Betrachtungen aus. Zunächst nehmen 
wir an, indem wir die Untersuchung sukzessive für das einfach-, 
zweifach- und dreifach-dimensionale Gebiet durchführen, es 
sei eine gerade Linie AB gegeben, auf der n + 2 äquidistante 
Punkte 0, 1, 2 ... a, ... n + 1 markiert seien; femer seien von einer 
Größe u, die in jedem dieser n + 2 Punkte einen ganz bestimmten 
Wert habe, nur ihre Werte im Anfangspunkt und im Endpunkt, 
Uq und M« + i, gegeben, während die übrigen Werte Mj, u^ •••^„ zu 
suchen seien. Wir stellen uns dann die spezielle Aufgabe, diese 
n Unbekannten so zu bestimmen, daß die Summe der Quadrate der 
Differenzen von je zwei benachbarten «-Werten ein Minimum werde, 
so daß also: 



a^n 



(1) tO = (Mj - UQf+[u^ — U^f+ ... (ttn + l - W«)* =^ (Ma + 1 - «J* = Miu. 

asO 

Diese Summe ist offenbar größer als Null, wenn nicht sämt- 
liche u einander gleicb sind, und nur dann Null, wenn alle u gleicb 
sind, was eintritt, wenn Uq = m« + 1 ist. Wir nehmen nun an, die u 
seien einander nicht gleich, dann wird die Summe (1), wenn irgend 
ein u unendlich wächst, auch unendlich. Dieselbe liegt daher stets 
zwischen einer positiven Größe und unendlich. Das Minimum dieser 
Funktion der n reellen Variabein u^ • • • «„ ^^&^^ sich in bekannter 
Weise, indem man die partielle Ableitung nach jeder der in- 
dependenten Variabeln einzeln Null setzt: 

das sind n Gleichungen. Da aber die Variable u^ bloß in den zwei 
Gliedern: 

(«a + 1 - Wa)' und [Ua — Ha- 1? 



§22] 
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der Summe w vorkommt, so folgt, indem man alle andern Glieder 
der Summe w konstant hält, als allgemeine Minimumbedingung: 

dw 



i 



öu. 



= — (Wa + l — Wa) + (Wa— «a-.l) = 2Wa — «a + l — ««-1 = 0, 



welche Gleichung flir alle a yon a = 1 bis a = n erfüllt sein muß. 
Aus ihr ergibt sich: 



(2) 



U 



u = 

o 



a + 1 + **a-l 



Wenn also jedes u das arithmetische Mittel von zwei benach- 
barten u ist, bei gegebenem Anfangs* und Endwert des u, so wird 
die Funktion w ein Minimum. 

Kürzer hätte man dies Resultat natürlich finden können durch 
den Ansatz: 

üj = «1 - Uo 
»a = "2 — «1 



t^a^^'a— «a-l 



«a + 1 — «^a== «a- «a-l 



(3) 

Dann folgt, da: 
ist: 

«'a + 1 = ^a I 

d. h. aber, alle v müssen untereinander gleich sein. Daher ergibt 
die Addition der Gleichungen (3): 

»1 + t?a + ... + V« + l = «n+l — Mo> 

oder, da: 

^1 — ^3 =* ••• =^n + l 

ist: 

^n4.1 

(4) -• "^' 



^a = 



n + 1 



Der Unterschied von je zwei 
benachbarten u muß also stets 
konstant sein. 

Nun liegt offenbar der 
Gedanke nahe, unter Zu- 
grundelegung eines recht- 
winkligenKoordinatensystems 
die sukzessiven 2£-Werte als 
Ordinaten in den Punkten 
0, 1, 2 ... 71 + 1 aufzutragen. 




Ort tt €L*1 fL*1 



Fig. 51. 



Alle diese Ordinatenendpunkte (vgl. Fig. 51) liegen dann in einer 
geraden Linie. Nehmen wir die Anzahl der Punkte unendlich groß 
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an^ die Strecke AB hingegen endlich, so wird jedes der Stücke 0,1, 
1,2, . . . a — 1, a, a, a + 1 , . . . unendlich klein, also gleich einem 
Differential e. Wählt man also die Gerade AB als Abszissen- 
achse und legt den Ursprung in Punkt i2, so kann man die u als 
Funktion Yon z ausgedrückt denken: u =» f[x) und hat: 

Unter Einführung dieser Bezeichnungen können wir unseren 
Satz sofort in die Sprache der Integralrechnung übertragen. Dabei 
bestimmen wir aber, um etwas Endliches zu bekommen, nicht das 
Minimum von to selbst, sondern, da 6 konstant ist, dasjenige von: 

a Bfi 



-«,.2'I^H^''="ta- 



6 



Um diesen Ausdruck in die Spradhe der Integralrechnung zu über- 
tragen, ist zu bedenken, daß: 



also: 



«a + l-«*« 



lim -^; " =-rw> 

mithin: 

a Bfi 

ist, oder wenn man {/"'(x)}* = i^(a:) setzt: 

Schreibt man diese Summe explizite, indem man für x seinen Wert 
x = XQ-\-as einführt und sukzessive a = 0, 1, 2... setzt, so folgt: 

ö> = b{F{x^) + F{x^ + s) + F{x^+2b) + ... + ^(xi- e)}. 

Das ist aber, wenn s gegen Null konvergiert, nichts anderes als die 
Definition des bestimmten Integrals. Somit ist: 

(5) 0) = Jf{x) dx = j[f' {x)] « dx . 

Sind also die Ordinate des Anfangs- und Endpunktes /*(:rj und 
fi^i) S^K^^^^f &Ue andern Funktionswerte hingegen willkürlich, so 
daß zwischen A' und B' eine beliebige Kurve vorliegt, so besteht 
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unsere Aufgabe^ jetzt ein Problem der Variationsrechnung^ 
darin, diese Kurve so zu ziehen, daß das Integral: 

r{/"(ar)}»rfar = Min. 

wird. Ihre Lösung können wir auf zwei verschiedenen Wegen geben, 
erstens, indem wir die schon gefundene Antwort: 

(6) 2Ua — tta + 1 — «a-1 = 

wieder in die Sprache der Integralrechnung übertragen, und zweitens 
mittels der Variationsrechnung, deren Methoden im § 56 kurz 
charakterisiert sind. 

Wir wollen beide Wege nacheinander einschlagen und erhalten 
zunächst, indem wir Gleichung (6] durch 6^ das konstant ist^ 
dividieren: 

«g + l + ^g-l-g ^o _ r. 

oder: 

f(X'^e)-{-fix-6)-2f(x) _^ 

also * 

Folglich ist: 

f{x)^ Ax+ B. 

Das geometrische Abbild der Funktion ist also eine gerade Linie 
zwischen Ä und B, 

Nach der Variationsrechnung folgt, indem wir: 

f[x)^y und rW=y 
setzen und uns die Aufgabe stellen, das Minimum des Integrals: 

/ = fy'« dx 

zu bestimmen, als bekannte Bedingung hierfür: 

s[y'^dx^Q, 

also, wenn man variiert, da nach dem Grundsatz der Variations- 
rechnung: 
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ist: 



SBl 



jy'8y'dx=Jy'^y dx JfSydx. 

Da der Faktor von St/ verschwinden muß, wenn ein Minimum vor- 
handen sein soll, so ergibt sich wieder die frühere Bedingung: 

y'=:0, oder /'"(ar) = 0, 
d. h.: 

das ist aber die LAPLACEsche Differentialgleichung für die gerade 
Linie. Praktisch tritt dieser Fall ein, wenn man einen elastischen 
Faden (z.B. eine Kautschukschnur) zwischen zwei Punkten A' und £' 
spannt, der dann stets die Gestalt der kürzesten Linie zwischen 
diesen Punkten^ d. h. die Gestalt der geraden Linie annimmt 



OTV^/a 



0,1 

(Kb'f 

JT{ 



K 



0. 



fti* 



^ 



Ä^ 



1.2 Z.Z SJ t 



ILAL^f 



! i,o Z.0 5ß 



Qi 

ah 



^sll 



■5 



Ä+ZZT 



OiS 



Q,t 



c 






§ 23.^ Das Prinzip für das zweifach^dimenflionale Gebiet. 

a] Der BoLTZMAKNsche Beweis. 

Bedeutend komplizierter wird unser Problem, wenn man die 
Punkte nicht in einer Geraden, sondern in einer Ebene gelegen 
annimmt Dazu denken wir uns ein Rechteck, dessen horizontale 
Seite in m + 1, und dessen vertikale Seite in n + 1 äquidistante 
^ Stücke geteilt sei; wir 

p T- p/ denken uns also auf der 

horizontalen Strecke die 
m + 2 Punkte 0,0, 1,0, 
2,0, . . . afi, ... m + 1,0 
und auf der vertikalen 
die n + 2 Punkte 0,0, 
0,1, 0,2 ... 0,Ä, ... 
0,n + 1 markiert Den 
Abstand von je zwei 
solchen Punkten be- 
zeichnen wir wieder mit 
6, eine Größe, die aber 
vorläufig noch endlich 
sei. Errichtet man jetzt 
Senkrechte und bezeichnet die Schnittpunkte mit entsprechenden 
Ziffern, so resultiert eine ganze Schar von Quadraten, wie Fig. 52 zeigt. 



/} 



mn^ 



atfi a^ a^jfi 



-m^-ijD 



-z:^ 



Fig. 52. 
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Nun nehmen wir wieder eine beliebige Größe u sljIj die für 
jeden Schnittpunkt von zwei irgend solchen Geraden einen ganz 
bestimmten Wert hat. In einem beliebigen Punkt a,b im Innern 
z. B. sei ihr Wert tt«,^. Für jeden Punkt des Bandes unseres 
Rechtecks sei diese Größe gegeben, so daß also: 

^,6> «0,0 7 «m + l,6> t^a,n + l 

gegebene Größen seien, während alle Werte von u im Innern aus 
ge¥ässen Bedingungsgleichungen gefunden werden sollen. Jedoch 
sollen dabei die u wieder speziell so gewählt werden, daß die 
Summe der Quadrate der Differenzen von je zwei Nachbarwerten 
ein Minimum wird. 

Zunächst müssen wir definieren, was wir jetzt unter „Nachbar- 
werten" verstehen. Unter den beiden vertikalen Nachbarpunkten 
von Punkt a, b wollen wir den oberen a,b + 1 und den unteren 
a, Ä — 1 verstehen, sowie unter den zwei horizontalen den linken 
Punkt flf — 1,Ä und den rechten a+l,b. Bilden wir jetzt die 
DiflFerenzen von je zwei solchen dieser vier Nachbarwerte, also je 
zwei horizontaler und je zwei vertikaler, so wird: 

(tta,l - «*a,0)* + («'a,2 -- Ma,l)* + . . . + (t^a,n + 1 - Wo,«)* = ^ (Wa,6 + 1 •- «a,6)^. 

Der Inbegriff aller vertikalen Nachbarwerte ist also gegeben durch 
den Ausdruck: 

a=m b—n 

^1 ^ ^ ^ {^a,b + l- Ua,b}\ 
asl b^O 

und derjenige aller horizontalen Nachbarwerte durch: 

a — m h^n 
a = 6 = 1 

Die Summe dieser beiden Doppelsummen aber repräsentiert die 
Funktion to, deren Minimum wir suchen. Doch wäre die eben 
ausgeführte genaue Grenzbestimmung der Doppelsummen, wie leicht 
einzusehen, nicht einmal nötig. Ebensogut könnten wir zu w noch 
die willkürliche Konstante: 

6 = 9» a=:m 

^{MO,6 + l-Wo,6}*+^{Wa + l,0-Ma,oP 
6»U a=0 

hinzugefügt denken, konstant, weil gegebene Randwerte enthaltend. 
Dann also könnte man w einfach wie folgt ansetzen: 
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a = b^Q a»0 bsO 

oder noch einfacher: 

da bei der Minimumbestimmung die Eonstante keine Rolle spielt. 
Alle gegebenen u nehmen wir nun wieder als endlich an. Sind 
auch die nicht gegebenen u endlich, was wir gleichfalls voraussetzen 
wollen, so wird w positiv. Null würde io nur dann, wenn alle ge- 
gebenen u untereinander gleich wären. Würde aber nur ein einziges 
der willkürlichen u unendlich, so würde auch w unendlich. Die 
Funktion w liegt daher bei den gemachten Voraussetzungen auch 
jetzt wieder zwischen einer positiven Größe und unendlich. Ferner 
ist jetzt w eine ganze Funktion zweiten Grades von m.n willkür- 
lichen Variahein, weil ja m.n der u willkürlich sind. Eine Dis- 
kontinuität dieser Funktion ist daher ausgeschlossen und mithin 
bestimmt sich ihr Minimum nach den gewöhnlichen Regeln, indem 
der Differentialquotient des w nach jedem beliebigen u genommen 
einzeln verschwinden muß^ wenn ein Minimum existieren soll. So 
folgen die m,n Gleichungen: 

= ; -ä-- = ; ... -5-— = , 



dw f. dw f. dw f. 



ÖMij ' öw„ ' öivj 



dw ^ dw r. dw f. 



oder: 



dth,n ' Ott,,» ' Ott«, 



wo: 
(2) 



dUa,b 

a SS 1, 2, ... 772 
& = 1^2^ ... 71 

zu setzen ist. Indem bei der Differentiation des Ausdruckes: 

die vier Glieder tia,6 + i> Ma,&-i> «^a + i,*» «0-1,6 konstant zu halten 
sind, ergibt sich als allgemeine Minimumbedingung: 

I \ dw . rx 

! '^'dü — ^ ^*'«i&"" ^a-^\,h — Wa-1,6 — Wa,6 + l — tta,6-l = Vi, 
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SO daß: 

W Ma,b = 1 

ist; d. h. jedes der willkürlichen u muß das arithmetische Mittel 
aus seinen vier Nachbarwerten, also von je zwei vertikalen und je 
zwei horizontalen sein. 

Diese allgemeine Minimumbedingung umfaßt mithin m . n lineare 
Gleichungen, welche m,n Unbekannte bestimmen und nur eine 
einzige Lösung zulassen, die dem Minimum entspricht, da hier, 
wie leicht zu beweisen ist, die Determinante nicht verschwindet, der 
Fall, daß keine Auflösung existiert, also ausgeschlossen ist Die 
Analogie mit der Wirklichkeit ist hier eine über das Rechteck 
gespannte elastische Membran. Multipliziert man die allgemeine 
Minimumbedingung (3) mit 4/6*, so kann sie auch geschrieben 
werden: 

(4) p + -i ü . 

Hiermit ist das Problem für endliche Differenzen gelöst, d. h. wenn 
sämtliche «-Werte für die Peripherie gegeben sind, so sind die 
m.n Gleichungen (2) berechenbar, und somit die Werte der u im 
Innern auftindbar. 

Nun beziehen wir das Rechteck auf ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem (vgl. Fig. 52), dessen Ursprung fl und dessen or- und 
y- Achse der horizontalen und vertikalen Seite des Rechtecks 
parallel seien. Die Abszisse des Punktes 0,0 sei Zq, diejenige des 
Punktes a,0 sei x, und die von Punkt tw + 1,0 sei ar^; ebenso 
sei die y- Koordinate des Punktes 0,0 gleich y^, diejenige von 
Punkt 0,Ä sei y, und die von Punkt 0,n + 1 sei y^. Wird 
jetzt € unendlich klein, so bedecken die Punkte das Rechteck 
kontinuierlich, und u hat in jedem dieser unendlich vielen 
Punkte einen ganz bestimmten Wert Allgemein ist also, da 
Punkt a,b z. B. die Koordinaten x,i/ hat, u eine Funktion der- 
selben: Ua^j, ^ f{x,t/)] femer ist: 

x=^XQ+aB, y = yo + *«- 
Die Funktion w: 

6bO obO 
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wird daher für unendlich kleines e, wo: 

lim [ "« + ^^""«»^ 1 ^ lim [ Aa? + g.y)-/'(g,y) '| ^ df(x,y) ^ 

L « J L C J 005 ' 

lim [ .!?^!1±1Z^5jA1 = lim [ f(^y ?/ + «)" /"(a? . y) 1 _ dfjx, y) 
L fi J L » J öy 



M? =3 lim 



6 = n a = w 



^('.^)=[^^]*+[^''- 



wird: 

(6) 

wobei: 

(6 a) 

ist 

Um diese Doppelsumme unter der Form eines Integrales dar- 
zustellen, berechnen wir zuerst, indem wir für x seinen Wert 
X ^ Xq'\' a^ setzen, den folgenden Limes, bei dessen Berechnung 
dem y ein bestimmter konstanter Wert beizulegen ist, so daß nach 
Ausführung der Integration bloß eine Funktion von y folgt: 



aesm 



^m^BF{x,y) = lime{^(a:o,y) + F[x^ + B,y) + F{x, + 2e,y) + ... 



a^O 



+ F{x^ + 7n€,y)} ^jF[x,y)dx = 0(y). 



Xo 



Also wird, indem man jetzt für y seinen Wert y = ^q + ** setzt: 
lim^'« *(y) = lim€{(f)(y,) + 0(y, + «) + ... *(yo + w«^} 



6=0 



yi 



i/i «i 



= / «^ (y) </y = ff^i""'!/) ^'^ '^y • 

Für unendlich kleines c geht also die Funktion w über in: 

Vi «1 



(7) 



to 



-//B:^l"+[-'r)V"'^ 



Vo a^ 



und unsere Aufgabe ist es, diese Funktion w von x und y so zu 
bestimmen, daß das Doppelintegral (7) ein Minimum wird. Wieder 
sind zwei Wege möglich. Wir schlagen zunächst den ersten Weg 
ein und übertragen die bereits gefundene Lösung (4) in die Sprache 
der Integralrechnung. Das erste Glied von Gleichung (4) ergibt sich 
wie folgt: 
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-2iia,6 = ... -2f[x,y), 
addiert: 

fknalog ergibt sich für das zweite Glied der zweite Differential- 
quotient nach y. Mithin reduziert sich die Bedingungsgleichung. (4) 
für das Minimum für unendlich kleines 6 auf die LAPLACEsche 
Differentialgleichung für die Ebene: 

d. h. unter allen Funktionen macht diejenige das Doppelintegral (7) zu 
einem Minimum, welche vorgeschriebene Randwerte hat und flir das 
ganze Innere des Rechtecks der Laplace sehen Differentialgleichung 
für das Potential jr= gentigt.') Bei dieser Ableitung ist jedoch 
die stillschweigende Voraussetzung die, daß die vier Größen: 



(9) 



^a + 1,6 ^a,b /jv ^a,h + l ^a,h /ttv 



8 ^ " e 



a + lfb a,& ' a — l, ft /TTTN g, o 4- 1 "» o a, & — 1 /^TT7\ 



6« ^ " ß- 



sich auch wirklich bestimmten endlichen Limiten nähern, 
weil man nur dann die Definition der Ableitung und damit die 
Existenz der Funktion u erhält. Auf diese Frage, die den gegebenen 
Beweis erst abschließt, werden wir später näher zurückkommen. 

b) Der DiBiCHLETSche Beweis und Kritik desselben. 

DiRTCHLET selbst hat den zweiten möglichen Weg eingeschlagen 
und die Lösung des Problems mittels der Variationsrechnung ge- 
geben. Er denkt sich in das Doppelintegral (7) von Abteilung a) 
alle möglichen endlichen, reellen und kontinuierlichen Funktionen 
eingesetzt, für deren jede es im allgemeinen einen andern positiven 
Wert haben wird. Für die Peripherie des Rechtecks müssen 
dabei diese Funktionen gegeben sein, indem ja die u auf der 
Peripherie als gegeben vorausgesetzt sind. Unter allen diesen unendlich 



*) Früher wurde gezeigt, daß Gleichung (8) nicht durch das Newton sehe, 
sondern durch das logarithmische Potential befriedigt wird. Trotzdem nennen 
wir Gleichung (8) die LAPLACEsche Differentialgleichung für die Ebene. 
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vielen Funktionen muß demnach^ schließt Dibichlet^ mindestens eine 
existieren, welche das Doppelintegral (7) zu einem Minimum macht, 
das nach den gewöhnlichen Regeln der Variationsrechnung zu finden 
ist Man setzt also f{x,y) = u und bestimmt das Minimum von: 

indem man jedem Wert des u im Innern des Rechtecks eine 
Variation 8u erteilt; auf der Peripherie ist Su^^ = 0, da auf der 
Peripherie u gegeben ist und demnach nicht variiert werden kann. 
Durch diese Variation aller u im Innern ergibt sich als gesamte 
Veränderung der Funktion w: 

oder: 

Durch Integration des ersten Gliedes nach x folgt aber: 

Xm X% Xt 

C j du ddu I dt« V I Cs ö*m , 
I aar -« ^ — = i -^ — du\ — i ou-^-^ax, 

J dx ox \ ox \ J öaj* ' 

oder, da 8u für die Grenzen Null ist: 



dx" 



analog: 



ffdxdy^^^^^ffdxdtjSu ^'^ 



Somit wird der Zuwachs von w, wenn alle u um du wachsen: 

Soll nun w ein Minimum sein, so darf es nie einen negativen 
Zuwachs erhalten, d. h. es darf nie noch mehr abnehmen. Es darf 
also, wie immer du gewählt werde, 3w nie negativ sein. Wäre nun 
für gewisse x und y die Klammergröße unter dem Doppelintegral 
positiv, so wäre in diesem Falle auch Su, weil völlig willkürlich, 
positiv wählbar. Und wäre die Klammergröße für andere x und y 
negativ, so wäre für diese Werte auch 3u negativ wählbar, und 
folglich das Produkt unter dem Doppelintegral, und daher auch 
dieses selbst, absolut genommen, in beiden Fällen positiv, dw also 
negativ, was aber dem Begriff des Minimums widerspräche, da das 
dann erhaltene w noch kleiner wäre als sein Minimum. Mithin 
muß die Klammergröße, da sie für irgend einen Wert des x und y 
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weder positiv noch negativ sein kann und doch stets reell ist, Null 
seiD^ was als Bedipgungsgleichung für das Minimum ergibt: 

Die Funktion m, welche das Doppelintegral (7) von Abteilung a) 
zu einem Minimum macht und auf der Peripherie des Rechtecks 
gegebene Werte hat, muß also so beschaffen sein, daß sie im ganzen 
Innern die LAPLACESche Differentialgleichung für das Potential 
erfüllt. Andererseits muß aber wenigstens ein solches Minimum 
von w existieren^ und folglich existiert auch die zuvor definierte 
Funktion u. 

Dies ist der von Dirichlet gegebene Existenzbeweis der Funk- 
tion u. Der zuvor gegeben^ Beweis ist, wie schon erwähnt, nur 
dann streng, wenn die vier Größen (9) in Abteilung a) sich auch 
wirklich endlichen Limiten nähern, eine Frage auf die wir sogleich 
näher eingehen werden. In Wirklichkeit enthält aber auch der 
DiBiCHLETsche Beweis diese schwache Seite, die in dem zuvor 
gegebenen Beweis für das Dibichlet sehe Prinzip ausdrücklich hervor- 
gehoben wurde, nachträglich jedoch noch von uns verifiziert werden 
wird, da Dirichlet von vornherein annimmt, daß u endlich und 
kontinuierlich sei. Diese Annahme ist jedoch nicht unanfechtbar. 
Denn es wäre offenbar möglich, daß es überhaupt kein Minimum 
gäbe, indem man zwar für jede Funktion u eine andere finden 
könnte, für die das Integral einen kleineren Wert annähme, und daß 
man sich auf diesem Wege einer gewissen Funktion ?// als Grenze 
nähern könnte, daß aber diese Funktion nicht mehr kontinuierlich 
wäre. Wenn aber u unstetig wäre im Innern des Rechtecks, so 
wären dort die Größen du jdx und dii jdy gar nicht vorhanden. 
Mithin wäre dann auch die Größe: 



''■=nmi-{%)>''y 



dort nicht mehr vorhanden, und es könnte also von einem Minimum 
überhaupt nicht mehr die Rede sein. Wahrscheinlich ist das zwar 
nicht, da im allgemeinen gerade, wenn eine Funktion diskontinuier- 
lich wird, ihre Differentialquotienten unendlich wachsen und sich 
dabei also to von seinem Minimum entfernt. Bei manchen Funk- 
tionen aber springen die Differentialquotienten hin und her, ohne 
unendlich zu wachsen, und für diese Fälle wäre also der Dirichlet sehe 
Existenzbeweis nicht mehr als streng und allgemein gültig anzusehen. 
Jedenfalls wird man soviel sicher sagen können, daß die Ein- 

Buchholz, Angewandte Mathematik. 11 
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wände gegen das DiBiCHLETsche Prinzip dann berechtigt 
sind, wenn die gegebenen Werte der Funktion u an der 
Peripherie, d. h. wenn die Randwerte der Funktion u dis- 
kontinuierlich werden. 

Die Aufgabe, welche wir uns stellen, kann somit nicht die sein, 
das DiRiCHLETSche Prinzip, das man früher als allgemein gültig an- 
sah, unter allen ümstS,nden als richtig nachzuweisen zu versuchen, 
sondern wir werden zu prüfen haben, wie die Kontinuitäten an 
der Peripherie beschaffen sein müssen, damit das DiBiCHLET- 
sche Prinzip noch Gültigkeit besitzt. Denn es in allen Fällen 
als absolut richtig hinstellen zu wollen, ist nicht möglich. Durch 
DmicHLETs eigene, mittels der Variationsrechnung geführte Schluß- 
weise sind die schwachen Seiten des Beweises nur verschleiert, ohne 
wirklich gehoben zu sein. Sind jedoch die Werte von u auf der ganzen 
Peripherie samt ihren Ableitungen kontinuierlich, so ist das Dibichlet- 
sche Prinzip richtig. Wir wollen hier auf diesen Gegenstand, der in 
das Gebiet der reinen Mathematik gehört, nicht zu tief eingehen, 
sondern zum Schluß nur noch einen Begriff davon zu geben suchen, 
wann sich die vier Größen (9) wirklich bestimmten endlichen 
Grenzen nähern, in welchem Fall der zuvor unter a) gegebene 
Beweis für das Rechteck als allgemein gültig und streng 
anzusehen ist. 

c) Fortsetzung und Schluß des Boltzmank sehen Beweises 
des DiBiCHLET sehen Prinzips für das Rechteck. 

Zunächst seien einige Sätze der Differenzenrechnung, die wir 
brauchen, kurz erwähnt. 

Wir wollen eine negative Zahl als um so kleiner betrachten, 
je größer ihr absoluter Zahlen wert ist, und eine positive um so 
größer, je größer ihr absoluter Zahlenwert ist, so daß: 

...-2<-l<0<l< 2... 

ist. Dann muß offenbar der früher charakterisierte Wert Ua,h stets 
kleiner sein, als der größte, und größer, als der kleinste seiner vier 
Nachbarwerte, und kann ihnen höchstens gleich sein, wenn die vier 
Nachbarwerte gleich sind. Somit existiert im allgemeinen unter den 
vier Nachbarwerten mindestens ein Wert, der größer, oder gleich 
«a,6 ist. Sei dieser Wert z. B. der vertikal über Ua^i, liegende, so 
existiert unmittelbar rechts von diesem Wert ein zweiter, dritter usw. 
ebenso gearter Wert, bis man schließlich durch das ganze Recht- 
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eck, wie in Fig. 52 durch die Punkte a,i, m + 1,ä, m + 1, n + 1, J 
angedeutet ist^ zur Peripherie gelangt Wo immer im ganzen Innern 
des Gesamtrechtecks ein Wert von u liegen mag, stets muß auf der 
Peripherie ein Wert existieren, der größer oder gleich u ist; mit 
andern Worten, es kann u im Innern niemals größer sein, als einer 
der größten auf der Peripherie gegebenen Werte von u. Ebenso 
folgt, daß auf der Peripherie ein Wert von u existieren muß, der 
mindestens ebenso klein, oder noch kleiner ist, als der Wert von u^^i, 
und daher folgt wieder, daß auch von allen u im Innern keines 
kleiner sein kann, als der kleinste der auf der Peripherie befind- 
lichen Werte des u. Daraus folgt aber weiter, daß wenn kein u 
auf der Peripherie unendlich wird, daß dann auch kein u im Innern 
unendlich werden kann. Daraus jedoch, daß alle u im Innern 
endlich sind, folgt an sich noch nicht, daß sie sich mit unendlich 
abnehmendem b in kontinuierliche Funktionen verwandeln. Viel- 
mehr sind zur Entscheidung dieser Frage erst die Differenzreihen 
zu untersuchen. 

Bildet man von einer beliebigen Reihe von Größen: 

yo^ !/i> y%^ y^y y*--- 

die Differenzen je zwei benachbarter Werte, so entsteht die Reihe 
der ersten Differenzen: 



yo 

y% 
yz 



yi -yo = ^yo^ 

ys-yi = ^yi> 

ys-y« = ^y2' 

y^-y^^ ^ys» 
y* 



die u aber bilden eine doppelte solche Differenzreihe, da sich so- 
wohl die a, wie die b ändern können. Betrachtet man erstens die 
b als konstant und denkt die Differenzen bloß nach a genommen, 
so erhält man als Reihe der ersten Differenzen: 

' jd^ Uo^i == Mi,6 — Wo,t = V0,6 , 

MI h 

J^Ui^h = «2,6 — «1,6 — «1,6, 
J^M3,6 = 1*3,5 — «2,6 = »2.6, 

ia'M3.6 = «4,6 — «3,6 = »3,6, 
«4,6 

11* 
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Allgemein also ist: 

(1) ^*Wa,6 = «a + 1,6 — ««a,fc • 

Nach dem Früheren ist aber: 

(2) Wa,6 = i(Wa+l,6 + Wa-1,6 + a.fc + l + «a,6-l). 

Weil die Gleichung (2) für jedes a und b besteht, so ist also auch: 

Da Gleichung (2) in eine Differentialgleichung übergeht, wenn e 
unendlich klein wird, so wollen wir diese Gleichung die „LAPLACEsche 
Differenzengleichung'' nennen und zunächst den Satz beweisen, 
daß auch die erste Differenz J^Wa,& dieselbe Gleichung (2) erfüllt, wie 
Ua^iy ein Satz, der in Analogie steht zu dem Satze, daß, wenn eine 
Funktion u die LAPLACEsche Differentialgleichung: 

erfüllt, derselben auch die Ableitungen von u nach x und y genügen 
müssen. Denn differentiieren wir diese Gleichung nach x, so folgt: 

dx^ dxdy^ ~ 

oder: 



' m , " m , 



oder, wenn man dujdx = v setzt: 

dx^ '^ dy^ " 
und analog für y. Genau dasselbe gilt von den Laplace sehen 
Differenzengleichungen, um das zu beweisen, setzen wir, da 
J^Wa,6 für jeden Punkt einen bestimmten Wert hat: 

erhalten also Gleichung (1) in der Form: 

Um nun zu zeigen, daß Va,b Gleichung (2) erfüllt, bilden wir: 

^a + 1,6 = «o + 2,& — Wa + 1,6, 
Va,6 + 1 = ^a + 1,5 + 1 — Wa^& + 1» 
^a- 1,6 = Wa,6 — Wa-1,6> 
üa,6-l = Wa + 1,5-1 -" ^a,b~l' 

Nimmt man aus diesen vier Größen das arithmetische Mittel, 
so folgt: 

i {Va + 1, 5 + ^«,6 + 1 + «''a - 1, 6 + Va,5 - l) = Wo + 1,5 — ««,5 = t?a,6 
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oder in der ursprünglichen BezeichnuDgsweise: 

Da aber v derselben Differenzengleichung genügt, wie u, so 
gelten für die Funktion v auch dieselben Schlüsse, wie ftir u; es 
kann also einerseits kein Wert von v im Innern des Rechtecks 
kleiner sein, als alle Werte des v an der P.eripherie, und anderer- 
seits kann kein v-Wert im Innern größer sein, als alle Werte an 
der Peripherie. Sind daher alle v an der Peripherie endlich, so 
sind es auch alle v im Innern, und wenn alle Werte von v an der 
Peripherie unendlich klein sind wie e, so sind sie das auch im Innern. 
Das ist aber der Fall, wenn die Funktion an der Peripherie einen 
ersten Differentialquotienten besitzt. Denn dann ist: 

WO S eine endliche Größe ist. Haben nun also, wie wir annehmen 
wollen, die an der Peripherie gegebenen Werte der Funktion u einen 
ersten Differential quotienten, so gibt es überall an der Peripherie 
eine endliche Zahl E, so daß v = s-JS ist, und die Funktion hat, 
wie im folgenden gezeigt werden soll, auch für jeden Punkt im 
Innern einen ersten Differentialquotienten. 

Diese Schlüsse lassen sich verallgemeinern, d. h. die höheren 
Differenzen genügen gleichfalls der LAPLACEschen Differenzen- 
gleichung. Die Reihe der zweiten Differenzen ist: 

^*yo = ^^yi - ^'yo = ys-2yj +y^, 
^*!/i = ^^y2 - ^^yi = ys - 2ys + i/i , 



Auf die u angewandt wird allgemein: 

und dabei ist also b konstant gehalten und a variabel. 

Man kann aber auch zweitens a als konstant und h als variabel 
betrachten. Dann wird die Reihe der ersten und zweiten Differenzen: 

^l ^a,b = Wa,6 + 1 — Wa,6 , 

^2 Ua,b = ^a,b + 2 — ^^a.b + 1 + Wa,6 • 

Wenn es nun auf der Peripherie überall einen zweiten Diffe- 
rentialquotienten nach X gibt, so gibt es für ein gegebenes e, also 
für gegebene Teilung in jedem Teiipunkt der Peripherie einen zweiten 
Differenz quotienten^ und unter diesen gibt es offenbar einen 
größten iT, und einen kleinsten K^. Zwischen diesen Grenzen müssen 
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auch die zweiten Differenzquotienten (nach dem ersten Argument a) 
im Innern liegen. Wenn aber: 

ist^ SO liegt £^ zwischen den angegebenen Grenzen^ so daß: 

ist Aus dieser Gleichung folgt aber: 

tto + 2,6 — «a + 1,6 = Ua + l,h — «,5 + «*-S^i • 

Ebenso haben wir: 

... I ^a + 3,h — Ua + 2,h = Wa + 2.& — «0 + 1,6 + «' A ' 

«a + 4,t — Wa + 3,t = Wa + 8,6 — «o + 2,6 + «* -ög 

«a + r,5 — «a+r-l,fc = Wa + y-1,6 ~" «o + r-2,5 + €*-Dy_l, 

wobei i>2' ^8 * * * ^«^ sämtlich zwischen den Grenzen Ä^ und K^ 
liegen. Durch Addition folgt aus den ersten beiden Gleichungen: 

Ma + S.5 — «a + 2,6 = «a + 1,6 — «0,6+ «"(-D, + -^l)> 

wo: 

ist, oder, wenn man: 

2)3 + ^1 = 2^, 
setzt: 

^K ^ ^2 ^ Kg 
wird; femer: 

«a + 3,l» — «0 + 2,6 = «a + 1,6 — «0,6 + ß* • 2-&j . 

Durch Addition folgt aus dieser und der dritten der Gleichungen (4): 

(5) «0 + 4,6 — «0 + 8,6 = «0 + 1,6 — «0,6 + «*(2^, + 2>j) 

wobei: 

ist, oder^ wenn man: 

2E^ + i?3 = SB, 
setzt: 

Kh ^ J^3 — "^^ • 
Daher geht Gleichung (5) über in: 

«0 + 4,6 — «a + 8,6 = «0 + 1,6 — «0,6 + i^.SJS^j . 

Allgemein ist somit: 

«o + r,6 — «o+,.-l,6 = «0 + 1,6 — «0,6 + e^{v — l)^y-l, 

wobei: 
ist 
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Stellen wir die gefundenen Gleichungen zusammen^ so ist: 

Ua + l,h — Valh = tta + 1,6 — Ma.6 > 

^a + 8,6 — Wo + 2,6 = ^a + i.b — «'a.t + ^^'^^2> 
«^0 + 4,5 — tta + 3,& = «a + l,& -- «o.ft + 6* . 3 ^j 



Wa + ».5 — W« + ,.-l,t = tta+l,'& — tta.6 + €* (v — l)-B^-l. 

Durch Addition folgt hieraus: 

H g= y — 1 
(6) tl« + ^,6 - Ua,b « f (Ma + 1,6 - «a.ft) + B* ^ {x E^}. 

N-0 

Aus den Ungleichungen: 

^H ^ i^\ ^ J^g , 

3Jr^ ^3^3 ^3 Z^ 



{V - l)r, ^(i; - 1)^.-1 ^(1/ - l)K^ 
ergibt sich nun: 



Setzt man: 
so wird: 

« g 

und Gleichung (6) wird: 
oder: 

/i7\ ^o + y, 6 "" **a, & *^a + 1,6 ~" **a,6 . V — \ -a 

^ * ~ ¥8 "~ ~ä ' 2 

Man kann demnach 6 stets so klein machen^ daß sich die Größe: 

TT **a + v,b "" a.b 

ve 

d. h. der Differenzquotient für die Differenz trs von dem Differenz- 
quotienten für die Differenz <: 

U' -- "o + t& "" ^a.ft 

6 
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beliebig wenig unterscheidet, da sich auch K^ und K^ bei Ver- 
kleinerung des £ immer innerhalb endlicher Grenzen halten müssen, 
so daß also bis auf verschwindend Kleines: 

^ ^ vB e 

ist und somit sind wir in der Tat auf den Begriff des 
Differentialquotienten gelangt, d. h. wir haben die, bei dem 
zuvor unter a) gegebenen Beweis des Diriohlet sehen Prinzipes zunächst 
gemachte Voraussetzung, daß sich die vier Größen (9) flir ver- 
schwindendes 6 im allgemeinen wirklich bestimmten endlichen 
Grenzen nähern, für die beiden ersten dieser Ausdrücke be- 
wiesen. 

Dieser Beweis mußte geführt werden, weil daraus, daß der 
DifiFerenzquotient immer endlich bleibt, noch nicht geschlossen werden 
kann, daß er sich auch stets einer endlichen Grenze nähert Denn 
es gibt Funktionen, für welche der erste DifiFerenzquotient zwar 
nicht unendlich ist, sich indes keiner festen Grenze nähert, so daß 
diese Funktionen keinen ersten Differentialquotienten be- 
sitzen. Im Hinblick auf diese Fälle genügte es natürlich nicht, 
nachzuweisen, daß der DifiFerenzquotient stets endlich bleibt, sondern 
obiger Beweis mußte geführt werden, durch den nun aber für unsere 
zuvor definierte Funktion u der Beweis erbracht ist, daß der Aus- 
druck: 



e 



erstens nicht unendlich werden kann, undsichauchzweitens 
einer bestimmten endlichenGrenzenähernmuß. Aufanalogem 
Wege beweist man die Existenz eines nach b genommenen DifiFe- 
rentialquotienten, d. h. die Konvergenz des Ausdruckes (II) in (9). 
Die Existenz der zweiten DifiFerentialquotienten, d. h. die Kon- 
vergenz der Ausdrücke (III) und (IV) in (9) wird auf analogem 
Wege wie zuvor bewiesen durch die Annahme, daß die dritten 
DifiFerentialquotienten an der Peripherie stets endlich sind. Ist diese 
Bedingung erfüllt, so ist das DiRiCHLExsche Prinzip^) gültig. 



') Hier machte Boltzhank angefähr folgende, von ihm nicht bewiesene 
Bemerkung, die ich des Interesses halber noch anführe: Das DiaiCHLETSche 
Prinzip gilt, wie gleichfalls nachweisbar ist, auch dann noch, wenn an 
einzelnen Punkten der Peripherie die Differentialquotienten unendlich werden. 
Mit anderen Worten, wenn die Funktion u für jeden Punkt der Peripherie 
gegeben ist und überall auf derselben einen ersten, zweiten und dritten 
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Die durchgeführten Betrachtungen lassen sich verallgemeinern 
und gestatten dadurch den Übergang von der speziellen Figur eines 
Rechtecks auf jede beliebig begrenzte Figur^ indem man beliebig 
lange horizontale und vertikale Gerade in der Ebene gezogen denkt, 
wodurch man eine ganze Menge von Ereuzungspunkten an der 
Peripherie, wie im Innern erhält. Betrachtet man dann an der 
Peripherie für jeden Ereuzungspunkt einer vertikalen und einer 
horizontalen Geraden u als gegeben, im Innern aber nicht, und stellt 
sich die Aufgabe, die u so zu bestimmen, daß: 

wird, so lassen sich auch auf diese, von einer beliebigen geschlossenen 
Eurve begrenzte Fläche die zuvor gemachten Schlüsse ausdehnen. 
Und um schließlich in diesem Sinn den Beweis noch für den Baum 
zu führen, hätte man ihn, wie in der Ebene für das Rechteck, so 
analog zuerst für das Parallelepiped zu geben, und dann im 
allgemeinen Fall einer beliebigen Figur, bloß einen räumlichen 
Eörper durch drei sich senkrecht schneidende Systeme von Geraden 
auszufüllen und die früher gemachten Schlüsse in ähnlicher Weise 
zu wiederholen. Wir gehen indes auf diesen Gegenstand der reinen 
Mathematik hier nicht weiter ein, sondern geben zum Schluß noch 
DiRiCHLETs eigenen Beweis seines Prinzips für den Raum. 

§ 24 Der DirichletBche Beweis für das dreifach-dimensionale Gebiet. 

Wir nehmen einen beliebigen räumlichen Bezirk an, der von 
einer oder von zwei in sich geschlossenen Flächen begrenzt ist. 
Für die ganze Umgrenzung dieses Bezirkes sei eine Funktion u ge- 
geben, also, wenn wir gleich allgemein zwei Flächen als Begrenzung 
annehmen, so sei u sowohl für die äußere wie für die innere Be- 



DifiercDtialquotienten besitzt, die indes in bestimmten einzelnen Punkten un- 
endlich werden, so existieren die u im Innern noch immer, gleichviel ob Dis- 
kontinuitäten vorhanden sind oder nicht. Auch dann noch werden die u bo be- 
schaffen sein, daß ihr erster und ihr zweiter Differentialquotient existiert, d. h. 
daß die Ausdrücke (9) sich mit verschwindendem a einer endlichen Grenze 
nähern, mit Ausschluß nur der unmittelbaren Nachbarschaft derjenigen 
Punkte, in denen eine Diskontinuität stattfindet In diesen gilt auch die 
LAPLACEsche Differentialgleichung nicht mehr. Existieren aber an der Peripherie 
unendlich viele Diskontinuitätsstellen, so wird der zuvor gegebene Beweis und 
damit — wahrscheinlich — zugleich die Gültigkeit des Dirichlet sehen Prinzipes 
hiuföUig. 
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grenzungsfläche sepaxatim als Funktion der drei Koordinaten gegeben. 
Dann kann man bekanntlich diese Funktion u beliebig weit in das 
Innere des begrenzten Baums hinein fortsetzen, derart , daß sie 
dabei stets reell, endlich und kontinuierlich bleibt^ und zwar kann 
das auf unendlich viele verschiedene Arten geschehen. Für jede 
dieser unendlich vielen verschiedenen Funktionen kann man dann 
das dreifache Integral bilden: 

in dem die Klammergroße stets positiv ist^ da die drei Differential- 
quotienten: 

du du du 

dx dy * dx 

stets existieren und reell sind, da u als reell, kontinuierlich und 
differenzierbar vorausgesetzt wurde. Unter allen diesen Funktionen 
muß daher, — schließt Dibichlet — , stets eine existieren, für welche w 
ein Minimum wird, eben weil sie stets einen reellen positiven Wert 
hat^ was aber, wie schon erwähnt, gerade der schwache Punkt 
von DiBiCHLETs Schlußweisc ist, an dem der Einwand zu 
machen ist, daß das Minimum ja gerade an solchen Stellen 
liegen könnte, wo die Funktion aufhört, kontinuierlich zu 
sein. Läßt man jedoch Dibichlet s Schluß gelten, so ist das ge- 
suchte Minimum nach den gewöhnlichen Regeln der Variations- 
rechnung^) zu finden, indem man der Funktion u im ganzen Raum 
den unendlich kleinen Zuwachs Su erteilt denkt und dadurch als 
Zuwachs des w den folgenden Ausdruck erhält: 

oder: 

oder, indem man das erste, zweite, dritte Glied bezüglich nach x, y, z 

integriert: 

(2) ,„.2///.,. ,^.(1^ + 1^ + 4^),.. 

Wäre nun für irgendwelche Werte von ar, y, z die Klammer- 
größe unter dem Integralzeichen positiv, so könnte man Su^ weil 
völlig willkürlich, für diese Koordinaten werte negativ wählen, und 
wäre die Klammergröße negativ, so könnte man für diese Werte 
von X, y, z Su positiv annehmen. Da aber Sw stets positiv sein 

') Vgl. § 56. 
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muß, wie immer Su beschaffen sei, so kann die Klammergröße weder 
positiv noch negativ sein; reell aber ist sie stets. Daher folgt als 
Bedingung für die Funktion Uy welche das Integral (1) zu einem Minimum 
macht, die, daß sie der Laplace sehen Differentialgleichung: 

für das ganze Innere des betreffenden Raumes genügt und daß sie 
an seiner Umgrenzung vorgeschriebene Randwerte hat. Und zwar 
läßt sich auch wieder leicht zeigen, daß es nur eine einzige so be- 
schaffene Funktion u geben kann, da, wenn deren zwei existierten, 
ihre Differenz u^ — u^ die Bedingung erfüllen müßte , daß alle ihre 
an der Oberfläche gegebenen Werte Null werden müßten. Dann 
aber würde, wie leicht zu sehen, das Minimum dadurch hervorgerufen 
werden, daß u^ — ti^ = wäre, d. h. aber eben nichts anderes, als 
daß nur eine einzige Funktion u von der definierten Beschaffenheit 
existiert. 



§ 25. Allgemeine aus dem Diriohletschen Prinzip für die Potential- 

funktion folgende Sätze. 

Aus «dem Dibichlet sehen Prinzip lassen sich eine Menge 
interessanter Konsequenzen ziehen. Hier sollen nur einige der 
wichtigsten dieser allgemeinen Sätze abgeleitet werden. 

Erstens kann man mittels des Dibichlet sehen Prinzips be- 
weisen, daß die GBESNsche Funktion: 

stets existieren muß^ d. h. daß eine Funktion U^ existieren muß, die 
erstens in einem ganzen Baum T samt ihren Ableitungen kontinuier- 
lich ist, die zweitens an der Oberfläche t des Baums T den Wert 
U^ss^ Ijr hat, und für die drittens im ganzen Baum T: 

ist Nach dem Dibichlet sehen Prinzip ergibt sich die Ekistenz 
einer solchen Funktion unmittelbar, da dasselbe ja gerade in dem 
Nachweis gipfelt, daß eine Funktion existiert, die erstens an der 
ganzen Oberfläche eines Baums gegebene Werte hat, die zweitens 
im Innern dieses Baums kontinuierlich ist, und für welche drittens 
im Innern z/m = wird. Und zwar kann auch wieder nur eine 
solche Q-BEENsche Funktion existieren, natürlich unter Voraussetzung 
der Gültigkeit des Dibichlet sehen Prinzips. 
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Um den Nutzen der Green sehen Funktion bei dieser Gelegen- 
heit noch zu erkennen, sei nur erwähnt, daß, wenn dieselbe für 
einen Körper hinsichtlich jedes äußeren Punktes bekannt und der 
Körper z. B. Elektrizitätsleiter ist, die Verteilung der Elektrizität auf 
demselben sogleich berechnet werden kann, wenn das konstante 
elektrische Potential im Innern gegeben ist, weil im Innern JF= 0, 
und an der Oberfläche F gleich dem konstanten Potential sein muß. 
Für den äußeren Raum ist nämlich das Potential mittels der 
DiRiCHLET sehen Gleichung [vgl. § 19, Gleichung (11)]: 

r= - -i- CuAFdr - -^ fr^do 

4n J ^n J on 

ZU berechnen. Daraus ergibt sich die Normalkomponente der Kraft 
nach außen, während diejenige nach innen Null ist. Aus dem 
dadurch bekannten Sprunge der Normalderivierten ergibt sich die 
Dichte der Ladung für jeden Punkt der Oberfläche. Gegeben ist dabei 
der konstante Potentialwert im Innern und an der Oberfläche. Durch 
Integration über die Oberfläche ergibt sich somit die gesamte Ladung. 
Die Berechnung der Green sehen Funktion für die verschieden 
begrenzten Bäume ist freilich nur in wenig Fällen möglich und von 
DiRiCHLET z. B. für das Parallelepiped durchgeführt worden. Wenn 
das Potential eines Körpers auf jeden beliebigen Punkt seiner Ober- 
fläche bestimmt ist und J V, oder die Dichte a (da ja J /^= — 4;r <t 
ist) bekannt ist, so könnte mittels des Green sehen Satzes sofort 
auch das Potential des Körpers auf jeden Punkt innerhalb und 
außerhalb berechnet werden, wenn die Green sehe Funktion hin- 
sichtlich jedes Punktes im Innern oder Äußeren bekannt wäre. 
Denkt man sich eine beliebige mit der Erde verbundene leitende 
Oberfläche, und drinnen ein elektrisches Teilchen von der Ladung 1, 
so wird dasselbe eine elektrische Ladung auf der Oberfläche in- 
fluenzieren. Das Potential dieser Ladung und des elektrischen 
Teilchens ist dann die Green sehe Funktion hinsichtlich des Punktes, 
in dem die Ladung 1 vorhanden ist: 

wenn man annimmt, daß das elektrische Potential der Erde Null 
ist, d. h. daß die Erde nicht elektrisch geladen ist Dabei ist U^ 
das Potential der influenzierten Ladung und 1/r das Potential des 
Teilchens. Beide zusammen müssen auf der Oberfläche Null er- 
geben, damit Gleichgewicht der Elektrizität vorhanden sei. Der 
Beweis, daß eine und nur eine solche Green sehe Funktion existiert, 
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wurde von Green dadurch geführt, daß er sagte, jeder Körper müsse 
in so einem Fall eine gewisse Ladung und könne nur eine einzige 
Ladung annehmen, und diese Ladung müsse immer ein Potential 
haben und könne nur ein einziges Potential haben. 

Um zweitens eine weitere natürliche Eonsequenz aus dem 
DiBiCHLET sehen Prinzip zu ziehen, denken wir uns wieder einen 
beliebigen Baum T von einer geschlossenen Fläche t umgeben, 
und m\\ denselben eine Eugelfiäche k mit unendlich großem Radius 
konstruiert; der Raum zwischen der 
ursprünglichen Oberfläche und dieser 
Eugelfiäche sei K. Sei nun eine gewisse 
Funktion Tauf der ganzen Oberfläche t, 
d. h. sei F^ gegeben, so gibt es ja nach 
dem Di ßiCHLET sehen Prinzip nur eine 
Funktion Vy welche die Bedingung er- 
füllt, daß sie an der Oberfläche t diesen 
gegebenen Wert hat und ftir den ganzen 
Raum T von der Beschaffenheit ist, daß _,. 

für sie J F = wird. Genau ebenso 

kann aber auch in dem Raum K wieder nur eine Funktion existieren, 
welche erstens für die Fläche t den gegebenen Wert f\ hat, die 
zweitens für die Fläche A, d. h. im Unendlichen verschwindet, so 
daß ^k=0 wird, und für die drittens im ganzen Raum K die 
Größe J r = wird. 

Wir denken uns nun diese Funktion V sowohl flir den Raum T, 
wie für den Raum K gefunden. Ist sie bestimmt, so kann sie offenbar 
nur das Potential einer Masse sein, welche auf der Fläche t ver- 
teilt ist, und zwar in einer ganz bestimmten Weise. Um das ein- 
zusehen, brauchen wir bloß das Flächenelement do der Fläche t 
und auf beiden Seiten dieses Elements die nach außen und innen 
gehenden Normalen 7/^ und w^ konstruiert zu denken. Da die 
Funktion V außerhalb einen gewissen Wert hat, so kann man die 

Differentialquotienten : 

dV , dV 

-z — und -5— 
OTia orii 

gebildet und mithin auch die Größe: 

An \dna drii^ 

berechnet denken. Die Funktion F hat demnach die folgenden 
Eigenschaften: erstens ist für sie im ganzen Innern des Raums T 
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die Größe JFt=0\ zweitens ist für sie auch im ganzen äußeren 
Eaum K die Größe J/^=0; drittens verschwindet sie im Un- 
endlichen, d. h. es ist für sie Fj^=^ 0, und viertens genügt sie der 
Laplace sehen Flächenrelation : 

Das sind aber^ wie früher gezeigt, gerade die Eigenschaften der 
Potentialfunktion von Massen, die ausschließlich auf einer Fläche t 
mit der Dichte o) ausgebreitet sind. 

Umgekehrt sahen wir aber auch früher, daß durch die an- 
geführten Bedingungen die Potentialfunktion stets eindeutig be- 
stimmt ist. Daher muß offenbar diese Potentialfunktion, deren 
Existenz wir bewiesen haben, die Potentialfunktion einer Masse sein, 
welche auf der Fläche t mit der Dichte (u verteilt ist. Mit andern 
Worten: wenn bekannt ist, erstens daß F eine Potentialfunktion 
von Massen ist, welche sich nur auf einer Fläche t ausgebreitet 
finden, und wenn zweitens der Wert von F auf dieser ganzen 
Fläche gegeben ist, so ist damit die Massenverteilung auf 
dieser Fläche eindeutig bestimmt. Denn wenn F nur die 
Potentialfunktion einer auf dieser Fläche verteilten Masse ist, so 
ist 1. jrr=0; 2. JF^^O; 3. Fj^ = 0. Durch diese Bedingungen 
ist aber F eindeutig bestimmt, und daher ist durch sie auch die 
Potentialfunktion im ganzen übrigen Raum vollkommen bestimmt, 
wenn sie es in jedem Punkt der Fläche ist. Ist aber F überall 
bekannt, so kann man auch die Größe: 



4n \dna dnij ~" 



0} 



d. h. die Dichte der Masse in jedem Element berechnen. 

Schließlich leiten wir noch einen dritten allgemeinen Satz für 
die Potentialfunktion mittels des Dibichlet sehen Prinzips ab. 
Bisher sollte ja F nur eine Potentialfunktion von Massen sein, die 
sich ausschließlich auf einer Fläche t verteilt finden. Diese An- 
nahme wollen wir jetzt dahin erweitern, daß zwar erstens auch 
auf der Fläche t sich gewisse Massen M^ befinden sollen, daß aber 
außerdem auch noch zweitens im Baum T die Massen Mt, vxlA. 
daß schließlich auch noch drittens außerhalb desselben sich die 
Massen M^: befinden sollen. Alle diese Massen zusammen haben 
dann wieder eine Potentialfunktion, die erstens im Unendlichen 
unendlich klein wird, da ja die Massen außerhalb nicht in unend- 
licher Entfernung liegen sollen, so daß ^=0 ist, und die zweitens 
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in jedem Aufpunkt x^y^z einen bestimmten Wert hat. Daher hat 
sie einen solchen auch für jeden Punkt der Fläche ty der allgemein 
mit V^ bezeichnet werde. Dann ist leicht zu sehen, daß unter ge- 
wissen Voraussetzungen eine solche Massenverteilung jti^ existiert, 
welche sich nur auf der Oberfläche t ausbreitet und auf derselben 
dasselbe Potential besitzt, so daß also, wenn Sl^ das Potential dieser 
neuen Massenverteilung bezeichnet: 

ist Dabei werden jedoch diese beiden Potentialfunktionen weder 
für das Innere, noch für das Äußere, sondern sie werden nur für 
die Oberfläche t zusammenfallen. Denn im Raum T wird J i2 = 0, 
aber A V^ 0, und ebenso wird im Raum Ä'' auch J ß = und 

Stellen wir jetzt aber speziell die Bedingung, daß diese Massen 
einesteils nur außerhalb, und anderenteils nur auf der Fläche t 
liegen sollen — die ersteren seien mit M^y die letzteren mit "M^ be- 
zeichnet — , während im ganzen Innern keine Massen liegen sollen, 
so daß also M^^ ist: so haben zunächst diese Massen natürlich 
wieder ein Potential. Es ist leicht einzusehen, daß daim eine solche 
Massenverteilung \i^ existiert, die sich nur auf der Oberfläche t aus- 
breitet und die so beschaffen ist, daß ihr Potential, ß^ dem Potential 
der alten Massenverteilung gleich ist: 

Denn im Raum T wird J ii = 0, weil es nur das Potential einer 
Oberflächenbelegung ist Für diesen Raum T wird aber auch 
J F^ = 0, und daher werden nicht nur an der Oberfläche t, sondern 
auch im ganzen Raum T die Größen Q und F übereinstimmen. 
Denn es gibt ja nur eine einzige Funktion, die auf der Oberfläche 
gegebene Werte hat und gleichzeitig der Bedingung: 

jr= Jfi=0 
gentigt 

Das Gegenstück zu diesem Satz ist der Satz, daß, wenn inner- 
halb eines Raums sich eine Massenverteilung befindet, außerhalb 
jedoch nicht, das äußere Potential durch dasjenige einer 
Oberflächenverteilung ersetzbar ist. Bezeichne, um das nach- 
zuweisen, Mf die auf der Oberfläche t, und Mt die in deren Innern T 
gelegenen Massen, während die äußeren Massen M^ = sind, so hat 
diese gegebene Massenverteilung zunächst natürlich wieder ein 
Potential Fy und wir haben zu zeigen, daß die ursprüngliche Massen- 
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Verteilung durch eine neue, ju^ ersetzbar ist, die sich bloß auf der 
Oberfläche t ausbreitet und von der Beschaffenheit ist, daß ihr 
Potential fi^ für die ganze Fläche Q^ = F^ ist. Daß sich dies wirk- 
lich so verhält, ersieht man direkt aus dem früheren Satze, daß die 
Potentialfunktion durch die drei Bedingungen: 

limr=0, limi?|i^=:0, 2fr=-4jr<T 

eindeutig bestimmt ist. Es verschwindet nämlich erstens für 
beide Massenverteilungen die Größe fl und F im Unendlichen; 
zweitens ist, da ß sowohl wie F Potentiale von im Endlichen 
liegenden Massen sind, in der Tat: 

lim R ^-T- = , also auch: lim B ^-- = ; 
und drittens sind für den Raum K die Größen: 

Also gibt es nur eine einzige solche Funktion F = i2, und 
demnach ist wirklich die alte Massenverteilung durch eine neue 
ersetzbar, die sowohl auf der Fläche t, wie außerhalb derselben 
dasselbe Potential F^ hat, wie die alte Massenverteilung. Dieser 
Satz gilt jedoch nur für alle Punkte der Oberfläche, sowie für alle 
Punkte außerhalb derselben^ nicht aber für das Innere der Fläche, 
da im Raum T zwar ^ i2 = 0, nicht aber AF = ist 



Neuntes Kapitel. 

Theorie der Anziehung der Ellipsoide. 

A. Yorbemerkungen. 

Schon von Laplace, Poisson und Maclaurin war das Potential 
des dreiachsigen EUipsoids auf ziemlich mühsamem Wege gefunden 
worden. Dann hat Dirichlet das Potential eines dreiachsigen 
EUipsoids wie folgt bestimmt. Er hat den bereits bekannten Aus- 
druck dieses Potentials F bloß als einen beliebig vorliegenden 
analytischen Ausdruck betrachtet und dann von demselben bewiesen, 
daß für ihn die drei Fundamentalbedingungen (I), (II), (III) von § 21 
gelten, durch welche, wie bewiesen, nur eine einzige Funktion, die 
Potentialfunktion, eindeutig bestimmt ist. Daher ist so der Beweis 
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Qvl^nifihty daß der ursprünglich angenonnaane analytisalie Aus«', 
druek in der Tat das Potential eines dreiachsigen Ellipsoids ist 
BiBMAKK und Ejbchhoff gehen den Beweis gleichfalls in diesem 
Sinne. Wir führen die Lösung des Problems im folgenden im 
Anschluß an die geschichtliche Entwicklung, jedoch in freier 
Weise durch. 

Schon zu Beginn des vierten Kapitels wurde gezeigt, daß eine 
Hohlkugel auf einen Punkt in ihrem Innern gar keine Kraft ausübt, 
und daß auch ein von zwei beliebigen, konzentrischen Kugelflächen 
begrenzter Raum, der mit Masse von der konstanten Dichte a erfüllt 
ist, wenn in der Innern Kugel und außerhalb der Schicht keine 
Massen vorhanden sind, auf einen beliebigen Punkt in der kleinen 
Kugel gleichfalls keine Kraft ausübt, so daß sämtliche Differential- 
quotienten der Potentialfunktion in der kleinen Kugel verschwinden, 
d. h. das Potential in ihr konstant ist Dieser Satz ist nun auch 
auf das Ellipsoid übertragbar und bildet den Ausgangspunkt unserer 
folgenden Ableitung des Potentials eines dreiachsigen Ellipsoids. 
Die notwendige Voraussetzung bei Ableitung des fraglichen Satzes 
ist dabei aber die, daß die beiden Ellipsoide, welche die Schicht 
begrenzen^ nicht bloß konzentrisch, sondern auch ähnlich und 
ähnlich gelegen sind. Der Begriff der Ähnlichkeit aber ist bekannt- 
lich analytisch wie folgt definiert. 

§ 26. Erster Hilfssatz. Die von zwei koaxialen und ähnlichen 
Ellipsoiden auf einer beliebig sie schneidenden Geraden beiderseits 

abgegrenzten Stücke sind gleich, 

a) Begriff der Ähnlichkeit und Definition ähnlicher 

Ellipsoide. 

Zwei beliebige Figuren heißen ähnlich und ähnlich gelegen 
wenn die gleichgerichteten, von einem bestimmten Punkt nach 
zwei Punkten dieser Figuren gezogenen Radienvektoren immer in 
demselben Verhältnis stehen. Der Punkt heißt der Ähnlichkeits- 
punkt. Die beiden Ellipsoide, deren massiver Zwischenraum in 
seinen Kraftwirkungen im folgenden untersucht werden soll, müssen 
zunächst als koaxial (von gleichen Achsen) vorausgesetzt werden, 
und ihr gemeinsamer Mittelpunkt als Ähnlichkeitspunkt. Nehmen 
wir nun an, es liege ein ganz beliebiges dreiachsiges Ellipsoid I vor, 
dessen Zentrum im Ahnlichkeitspunkt liege und dessen drei Halb- 
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achsen, welche in die Richtungen der x, y, Z" Achse fallen sollen, 
bezüglich €t,b, c seien, so ist seine Gleichung: 



(1) 



- + -^ + -51 

* ^ 5» ^ c» 



= 0. 



Kun konstruieren wir um dieses Ellipsoid I ein zweites EUipsoid 11 
(vgl. Fig. 54), welches mit ihm konzentrisch und koaxial ist, und 
fragen, wann wird es ihm ähnlich sein? Dazu ziehen wir vom 




Fig. 54. 

•■ 

Ahnlichkeitspunkt aus einen beliebigen Leitstrahl, dessen Eichtungs- 

kosinus mit der x, y, z -Achse X, (jl, v seien, und bezeichnen die Ent- 
fernungen der Schnittpunkte Ä und B dieser Q-eraden mit den Ober- 
flächen der EUipsoide I und 11 bezüglich mit r und /. Dann sind 
die Koordinaten von A\ 

X == rXf y ^ r II, z = rv , 

Da aber Ä auf dem ursprünglich gegebenen Ellipsoid I liegen soll, 
so müssen seine Koordinaten die Gleichung (1) dieses EUipsoids 
erfüllen, so daß: 



rU« . rV 



also: 



b* 



+ 



r^p^ 



= 1, 



r = 



i/- 



a« ^ 6« ^ c« 



ist. 

Der Punkt £ femer, in dem der Leitstrahl die Oberfläche des 
zweiten Ellipsoids triflPt, habe die Koordinaten x, y', z', wobei 
OB = r sei ; dann besteht die Bedingung, daß die beiden EUipsoide 
einander ähnlich sind, der Definition der Ähnlichkeit entsprechend 
darin, daß r und r in einem konstanten Verhältnis stehen, wie 
immer der Leitstrahl gezogen sei, so daß also: 

r'= Ar 
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sein muß. Daher ist: 



r a= 



V a* ^ b* 








+ 




+ 






+ 




+ 






- + 


6« 


■J-- 

1 





= 1 



und: 

f f ^ ff ff 

Um also eine Gleichung zwischen or'^ y , z\ welche allen Punkten des 
Elllipsoids II genügt, zu erhalten, ist für r bezüglich r/h in die 
früheren Gleichungen einzusetzen. So folgt: 

a"Ä* ö"Ä» c»A" ~" 

oder: 

oder: 
(2) 

wobei a, b, c, die Halbachsen des Ellipsoids I, gegebene Konstanten 
sind, und auch h, nach dem Begriff der Ähnlichkeit, eine gegebene 
Konstante ist. Die Gleichung (2) muß daher für die Koordinaten 
aller Punkte gelten^ welche dem Ellipsoid II angehören, da Punkt B 
ganz beliebig ist; und repräsentiert somit die gesuchte Gleichung 
des zweiten, dem ursprünglichen ähnlichen Ellipsoids, wenn die 
Gleichung (1) dessen Gleichung ist Ist dabei A > 1 , so liegt das 
Ellipsoid n ganz außerhalb yon I, da seine Halbachsen dann größer 
sind. Je kleiner h wird, desto mehr schrumpft das zweite Ellipsoid 
zusammen und wird für unendlich kleines h unendlich klein um 
den Ursprung, während für ä = 1 beide Ellipsoide gleich werden. 
Wie groß aber h auch immer werde, die drei Halbachsen verhalten 
sich immer wie a : & : c, d. h. das Ellipsoid II nähert sich auch bei 
beliebiger Vergrößerung nie einer Kugel. 

Um nun den erwähnten potentialtheoretischen Satz, daß der 
£aum zwischen den beiden zuvor definierten EUipsoiden I und 11, 
wenn er gleichförmig mit Masse von der konstanten Dichte a erfüllt 
ist, auf einen beliebigen, im kleinen Ellipsoid gelegenen Punkt m 
keine Kraft ausübt, zu beweisen, brauchen wir folgenden: 

b) Hilfssatz ähnlicher Ellipsoide. 

Denkt man sich zwei konzentrische, koaxiale, ähnliche und 
ähnlich gelegene dreiachsige Ellipsoide, und zieht eine ganz beliebige 
Gerade, welche diese beiden Ellipsoide schneidet, und zwar das 

12* 
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Fig. 55. 



innere Ellipsoid in den Punkten B und C, das ftuSere in den 
Punkten Ä und B (vgl. Fig. 55), so sind die zwei Stücke dieser 

Geraden zwischen den beiden 
Ellipsoiden stets untereinander 
gleich, d. h. es ist allgemein: 

(1) AB^CD. 

In der neueren Geometrie 
wird dieser Satz in kurzer, ele- 
ganter Weise synthetisch be- 
wiesen. Wir beweisen ihn hier 
analytisch , indem wir uns die 
Gleichungen (1) und (2) Ab- 
teilung a) der beiden konzentri- 
schen, koaxialen ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsoide I und ]I, 
wie sie in Fig. 55 veranschaulicht sind, gegeben denken. Auf der 
durch die vier Punkte J^ B, C, D gehenden Geraden GG' markieren 
wir nun einen beliebigen ftinften Punkt Ey dessen Koordinaten |, 17, f 
seien, und der außerhalb der beiden Ellipsoide liegen möge, sowie 
femer einen beliebigen sechsten Punkt F zwischen Ä und B, oder in 
einem dieser Punkte selbst mit den Koordinaten x, y, z. Die 
Richtungskosinus der Geraden GG' seien wieder A, ju, v und die 
Entfernung EF ^ r\ dann ist: 

Wählt man jetzt erstens Punkt F so, daß er mit Punkt B zu- 
sammenfällt, so wird die Distanz BF zur Distanz EB == r^^ und die 
Koordinaten yon F müssen die Gleichung (1) des innem EUip- 
soids I befriedigen. So folgt die quadratische Gleichung, die also 
für zwei Werte von r erfüllt ist: 

(-r A + f)' . ( -TAi + iy)« , (- rv + Q » - 

_ j _ 1 _ ts l 



b* 



oder, in regulärer Form geschrieben: 



(1) 



(^* 



K 
ö' 



+ 



j) - '^ (^ 






)- 



1 



+ ir + ]r + ^-0. 



Daß dieser Gleichung zwei Werte genügen mfk88«ii^ folgt aber auch 
direkt aus der Figur. Denn wenn EC » r^ ist, so muß letztere 
Gleichung auch fbr r = rj erfüllt sein; ihre beiden Wurteln sind 
also r, und r^ Da aber: 
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a* ^ b^ ^ c» 



r = 



1 ^ A« ^ -« 



a 




I i« u« »» \* 

ißt, so wird, wenn man das erste Glied von r zur Abkürzung mit Ä 
und den positiven Wert der Quadratwurzel mit B bezeichnet^ die 
größere "Wurzel von Gleichung (1): 

r^^Ä + B, 

dagegen die kleinere Wurzel: 

r^^J^B. 

Wir können aber auch zweitens Punkt F in Punkt A rücken 
lassen. Dann geht die Entfernung r = EF über in AB = r^ und 
die Koordinaten von F werden dann nicht mehr der Gleichung des 
innem, sondern vielmehr derjenigen des äußeren Ellipsoids genügen. 
So ergibt sich die zweite quadratische Gleichung: 

1 ^' «• ?:• 

+ — + — + — = 
l ^ a* ^ 6« ^ e» " 

mit der Lösung: 



r = 



g« ^ 5« ^ tf« 

iL + i^ + zl 




Wie man sieht> hat der konstante Teil von r wie euvor den Wert A, 
während die positive Wurzelgröße eine andere, (7, geworden ist. 
Dabei müssen die Wurzeln wieder reell sein, da die Gerade die 
zwei Ellipsoide der Voraussetzung nach schneiden soll, und zwar 
wird jetzt die kleinere Wurzel: 

T^^A^C, 
dagegen die größere: 

r^^ A + C. 
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Da aber: 
und: 



JJ? = r-ri = (7-5 



C2)==r. 



r3 = (7-5 



ist, so wird in der Tat: 

(3) ÄB=:CD. 

Dieser Beweis kann jedoch auch wie folgt geführt werden. Wir 
nehmen einen Punkt M in der Mitte von B und C an, mit den 
Koordinaten ar^, y^, z^ (vgl. Fig. 56). Sei MB = r, so sind die Koordi- 
naten von B gleich ar^ + r A, y^ + rfc, z^ + rv\ die Koordinaten von (? 
sind Xq — r A, y^ — r^, 2:^, — ri/. Setzen wir diese Koordinaten in die 
Gleichung des ersten Ellipsoids ein, so erhalten wir die Gleichungen : 

(gg + ^-A)' , (yo + r /u)» fa + ry)» _ . 
a» "^ *« "^ c» ~ ' 

(gp - r A)« (yo - y- ju)* , (%o- r y)« _ - 
a« "^ ft« "^ c« "" ^ • 

Subtrahiert man die linke und die rechte Seite der zweiten Gleichung 
von den Seiten der ersten, so ergibt sich: 



4aJoAr ^yojiir ^x^vr ^ 




oder: 



a' 






+ 



6' 



yof* 






^)r = 0. 



Da aber r nicht Null ist, so muß: 



(4) 



a' 






sein. Es sei nun MA = (>; dann sind die Koordinaten von Ä 
gleich Xq-\- qX, 1/^ + q/jl, Zq + qv. Setzt man diese Werte in 
die Gleichung des zweiten Ellipsoids ein, so ergibt sich: 

(a^ + g ti' , (yo + gM )' , («0 + gy)' r2 
und mit Berücksichtigung von Gleichung (4): 

fl» ^ 6* ^ c« ^ ^ U* ^ *• ^ cv '^ ' 

mithin: 



Q = 



Aber auch — q erfüllt die Gleichung, so daß offenbar q zum 
Punkte A und — q zum Punkte J) gehört. Es liegt mithin M nicht 
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nur in der Mitte zwischen B und C, sondern auch in der Mitte 
zwischen Ä und B^ so daß: 

MB^MA, 

MC^MB, 
also: 

BC= AB 

ist. 

§ 27. Theorem L Eine von zwei konzentrischen, koaxialen und 

ähnlichen Ellipsoiden hegrenzte Hassenschioht üht keine Newton- 

sohe Anziehung auf einen Punkt des innem Hohlraumes aus. 

Denkt man sich wieder den Zwischenraum zwischen zwei kon- 
zentrischen, koaxialen, ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsoiden 
kontinuierlich mit Masse von der konstanten Yolumdichte a erfüllt, 
so übt diese Masse, wenn sie nach dem Newton sehen Gravitations- 
gesetz auf irgend einen im kleinen Ellipsoid gelegenen Punkt m 
wirkt, auf diesen Punkt gar keine Kraft aus, d. h. die Gesamt- 
resultante aller Kräfte dieser ganzen Massenschicht auf m ist Null. 

Um das zu beweisen, konstruieren wir um Punkt m als Zentrum 
eine Kugel vom Radius 1 und denken dabei die Längeneinheit so 
gewählt, daß diese Kugel ganz in das kleine Ellipsoid hineinfällt. 
Die Oberfläche dieser Kugel aber denken wir uns in lauter beliebige 
unendlich kleine Elemente zerlegt, deren eines do sei; wir denken 
uns weiter jeden Punkt der Peripherie dieses speziellen Elements 
mit Punkt m verbunden (vgl. Fig. 57). Der Inbegriff aller dieser 
Linien repräsentiert dann einen unendlich schmalen Kegel, dessen 
Spitze in m liegt und dessen 
Basis do ist Verlängert 
man denselben beiderseits 
beliebig, so schneidet er 
aus beiden Ellipsoiden die 
Räume [A] und {B) aus, und 
es übt die gesamte Masse, 
welche den Raum [A) mit der 
Dichte <T erfüllt, auf Punkt 
m nach dem Newton sehen ^^' 

Gravitationsgesetz eine Anziehung P aus, die offenbar der An- 
ziehung Q, welche die Masse im Raum [B) auf Punkt m ausübt, 
der Richtung nach entgegengesetzt ist Wären wir imstande nach- 
zuweisen, daß diese zwei entgegengesetzten Anziehungen P und Q 
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einander gleich sind^ so höben sie sich gegenseitig auf^ und da das 
gleiche von jedem beliebigen Oberflächenelement der Kugel Tom 
Sadius 1 gilt, da do beliebig gewählt war, so würde damit auch die 
Gesamtanziehung der ganzen betreffenden Massenschicht auf Punkt m 
als der KuU gleich erwiesen sein. Daher besteht unsere Aufgabe 
jetzt darin, die Gleichung: 

P=Q 

ZU beweisen. 

Um zunächst die Anziehung P zu berechnen, denken wir den 
ganzen Eegelraum in unendlich viele , unendlich kleine Elemente 
zerlegt, indem wir einen beliebigen Punkt /^^ auf der Mantelfläche 
annehmen, dessen Distanz yon m gleich r sei, und nun durch 
diesen Punkt eine Kugel gelegt denken, deren Zentrum m sei 
Ein Stück ihrer Oberfläche fallt dann offenbar in den Raum {Ä) 
hinein. Läßt man jetzt r um dr wachsen, wodurch man zu einem 
neuen Mantelpunkt 77, gelangt, und denkt durch diesen Punkt eine 
der ersteren konzentrische Kugelfläche um m als Zentrum gelegt^ 
welche den Raum (i^) in der Fläche p^p^ schneide, so repräsentiert 
der zwischen diesen zwei unendlich nahen konzentrischen Kugel- 
flächen gelegene Kegelraum ein Volumelement des Baumes {A). Das 
ganze Volumen a diese Elementes wird, wenn f seine untere Be- 
grenzungsfläche bezeichnet, a » fdr, oder, da: 

/•:rfö=.r«:l, 

also: 

f=r*do 

ist> auch: 

u =^ r^ do dr . 

Da aber der ganze ellipsoidische Zwischenraum als gleichförmig mit 
Masse von der Dichte a erfüllt yorausgesetzt wurde, so gilt das 
auch vom Raum a. Daher ist die im Raumelement gelegene MasM: 

(1) dfA = ar^dödr. 

Diese Masse wirkt nach dem Newtov sehen Gravitationsgesetz auf 
die Masse m. Sei dP die Anziehung, welche dieses Element auf 
den Massenpunkt m ausübt^ so ist: 

oder: 

dP ^ k^mcrdodr, 

also die gesamte Anziehung, welche die ganze im Raum {A) 
liegende Masse auf Punkt m ausübt, wenn r^ den kleinsten und r^ 
den größten Wert yon r im Kegelraum {Äj bezeichnet: 
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(2) P^fdP^k^madoJdr = h^rnffdoir^-r^), 

da die Größe k^mado als Konstante vor das Integral treten kann. 
Analog ergibt sich der Wert der Anziehung Q. Habe dazu 
irgend ein Mantelpunkt p^ des unteren Kegelraums [B) die Distanz r 
von Punkt m, so verh^en sich, wenn man durch diesen Punkt wieder 
eine Kugel&äche um >|| wd lu dieser eine unendlich benachbarte 
konzentrische konstrul^ii; depkt» die Oberflächen dieser beiden Kugeln 
wieder wie die Quadrate ihrer Abstände Yom Zentrum: 

und daher wird der zwMhfln diesen beiden Flächen im Kegel ge- 
legene Baum ß, ein VolumelM&ent des Raumes {£), gleich: 

ß tat r^dodr, 
seine Masse: 

(3) d§A = ar^ do dr 

und die Kraft, welche dieses Massenelement auf m übt: 

also die Gesamtkraft des massiven Raumes (J7) auf m: 

(4) Q ^ k^ m (T do j dr = k* m (T do (r^ — r^) . 

Zu bemerken ist dabei jedoch, daß, wenn man von r, integriert, 
Inan über den kleinen, in Fig. 57 schraf&erten Raum des Innern 
fiUipsoids mit integriert, obwohl sich in demselben überhaupt keine 
Masse befindet Da aber bei der Integration bis r^ ein dem zuvor- 
erwUiüteü entsprechendes kleines Stück des massiven Zwischen- 
raumes, ivie aus Fig. 57 ersichtlich ist, weggelassen wird, beide 
Stücke aber unendlich kleine Größen höherer Ordnung sind, so 
entsteht dadurch kein Fehler. Das Flächenelement ist nun beider- 
seits gleich groß, der Faktor k^mado also in P und Q derselbe. 
Da aber: 



AJt^r^—rQ, CD^r^ 



ist, und die auf deir Geraden r beiderseits durch die zwei EUip- 
soide abgeschnittenen Stücke, wie zuvor bewiesen, gleich sind: 

aB^ cd, 

•o mak andi difi nrelten Faktoren in P und Q einander gleich: 
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und folglich wird Punkt m mit einer gleich großen^ aber entgegen- 
gesetzt gerichteten Eraft in die Bäume {A) und [B) von den daselbst 
befindlichen Massen hineingezogen; und da ein gleiches für alle 
übrigen Oberflächenelemente der Kugel vom Badius 1 gilt, so er- 
fährt ein beliebiger, innerhalb einer ellipsoidischen Massenschicht 
gelegener Massenpunkt durch diese Schicht in der Tat keine An- 
ziehung. L . ; 



\.rv. >w 



§ 28. Theorem n. Über die Wirkung . einer unendlich dünnen 
ellipsoidlBchen HasBenschicht auf einen Punkt y der sie passiert. 

Das Potential einer endlichen • ellipsoidischen Massenschicht^ 
deren Wirkung auf einen innem Punkt im vorhergehenden Para- 
graphen untersucht wurde, hat je nach der Lage des Aufpunktes 
einen anderen Wert. Solange der Aufyunkt im kleinen Ellipsoid 
liegt, ist: 

(1) ^=4f=0' 

also V konstant^ wobei der Au^unkt beliebig nahe an die Ober- 
fläche des kleinen EUipsoids heranrücken kann. Innerhalb der 
ellipsoidischen Schicht und außerhalb derselben hingegen wird der 
Aufpunkt von einer endlichen Eraft affiziert, und das Potential einen 
variabeln Wert haben. 

Nun wollen wir die zuvor betrachtete ellipsoidische Massen- 
schicht als unendlich dünn an allen Stellen und mit Masse der 
konstanten Yolumdichte g erfüllt betrachten; auch dann noch wird 
das Potential im ganzen, vom kleinen Ellipsoid umschlossenen Raum 
konstant sein, indem ein im kleinen Ellipsoid gelegener Massen- 
punkt, auch wenn er beliebig nahe an die innere Grenzfläche 

heranrückt, keine Anziehung durch die 
unendlich dünne Schicht erfährt. 

Passiert jedoch der Aufpunkt die 

unendlich dünne Schicht und gelangt 

auf die Oberfläche des äußeren Ellip- 

soids, so wirkt eine sich sprungweis 

ändernde Kraft auf ihn. Um das 

nachzuweisen, denken wir uns einen be- 

*^* ' lieoigen Punkt A der Oberfläche des 

innem EUipsoids, und in diesem Punkt die Normale n^ nach 

dem innem Raum gezogen, femer in dem, Punkt Ä unendlich be- 
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nachbarten Punkt B des äußeren EUipsoids die äußere Normale n^ 
errichtet (ygl. Fig. 58). 

Im fünften £apitel wurde nun nachgewiesen ^ daß wenn eine 
mit Masse unendlich dünn belegte mathematische Fläche vorliegt, 
auf deren linker Seite ein Punkt Ä und auf deren rechter Seite ein 
Punkt B liegt, daß dann, wenn n^ und ti, die nach links und rechts 
gezogenen Normalen sind, und V das Potential der auf der Fläche 
yerteilten Masse bezeichnet: 
/ON dV ^ dV . 

^2) ^ + 1^,7 = -*'^^ 

ist. Denkt man sich also in einem beliebigen Punkt C des innem 
Ellipsoids die Normale nach außen gezogen, die das äußere EUip- 
soid in Punkt I) treffen möge^ so ist eo für die unendlich dünne 
ellipsoidische Massenschicht dadurch definiert, daß endo dih die ge- 
samte, in dem unendlich ,, niedrigen Zylinder ACBB befindliche 
Masse zu betrachten ist, dessen Dicke AB ^ 8 und dessen Basis- 
fiäche doy dessen Masse also, wenn a die Volumdichte der Schicht 

bezeichnet: 

G *8 . do =s 0} . do 
ist, so daß jetzt: 

(3) (o^aS 

ist, wobei der Zwischenraum zwischen den beiden Ellipsoiden nicht 
einmal überall der gleiche zu seih^ braucht, d. L wo ^ variabel 
angenommen werden kann. Und da im kleinen Mlipsoid V kon- 
stant, d. h.: 

ist, so wird jetzt: 

(4) ^--^«-S 

negativ, weil die Richtung der Kraft der Bichtung der Normalen 
entgegengesetzt ist. Nennen wir ihren absoluten Wert JV,, so 
ist also: 

Die Anziehung der Schicht auf Punkt -B, unter der Voraussetzung, 
daß die Newton sehe Gravitationskonstante h} = \ und die Masse 
des Punktes m = 1 ist, ist also: 

(5) N^^^naS. 

In Punkt Ä hingegen ist diese Kraft noch Null, und mithin ändert 
sie sich sprungweis, wenn der angezogene Punkt die 
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unendlich dünne ellipsoidische Schicht passiert Hat die 

Newton sehe Gravi tationskonstante den Wert k* und der angezogene 

Punkt die Masse m, so ist die normal zur Oberfläche auf ihn 

wirkende Kraft, wenn er an der äußeren Oberfläche der Schicht 

liegt: 

(6) If^^4nff3k^m. 

Eine tangentiale Kraftkomponente hingegen existiert jetzt 
nicht, da die tangentialen Differentialquotienten, wie im fünften 
Kapitel bewiesen, keinen Sprung machen, wenn der Aufpunkt eine 
materielle Fläche passiert. Denn denkt man sich in den Punkten 
A und £ die tangentialen Sichtungen T und T', so ist: 

m IL „IL 

falls T parallel T ist Dies gilt ^Ug^jpein, also auch in unserem 
speziellen Fall. Im Punkt A des \tmßVP^ EUipsoids ist: 

(8) -ff-^' 

Beim Übergang von Punkt A uaab Funkt B macht dieser Differen- 
tialquotient keinen Sprung, ist also auch in Punkt ß gleich Null. 
Der Differentialquotient der Poj:ai^alfunktion. in tangentialer Rich- 
tung gibt aber die Kraft in dieser Bichtung, und folglich ist auch 
in B die tangentiale Kraftkomponente Null. Freilich hat dies« 
ganze Schlußweise nur den Charakter eines Orenzverfahr^ns, 
da eine mit Masse belegte mathematische Fläche stireng 
genommen nicht existiert 



§ 29. Zweiter Htlfffiitf Sie „korrespondierenden Distazuen^ 

fokaler EUipioide sind einander gleich. 

a) DefinitioB k^Qafokaler Ellipsoide. 

Denken wir uns ein beliebiges EUipsoid gegeben, dessen 
Gleichung: 

ist^ sowie ein zweit«» EUipsoid mit der Gleidning: 

*• 4- »* 4.^-1 
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80 ist dftBselbe mit dem ersteren konzentrisch, koaxial und ähnlich, 
wenn d » ah^ b' ^ bhj c' ^ ch ist, und seine Gleichung ist dann also: 



a* ^ ^« ^ c« 



= A». 



Das konfokale oder homofokale Ellipsoid ist mit dem 
ursprünglich gegebenen auch konzentrisch und koaxial und hat auch 
allgemein die Gleichung: 



(2) 



y» 



05" , 



= 1. 



Allein es ist dem ursprünglichen Ellipsoid nicht ähnlich, sondern 
vielmehr wie folgt definiert: versteht man unter einer Hauptebene 
eine Ebene, welche zwei „Hauptachsen" enthält, — die mit den 
Koordinatenachsen zusammenfallen — , und werde jeder Schnitt der 
zwei EUipsoide mit einer Hauptebene ein Hauptschnitt genannt 
— jetzt also sind die drei Schnitte mit den drei Koordinatenebenen 
Hauptschnitte — , dann sind zwei EUipsoide konfokal, wenn ihre 
drei Hauptschnitte, die offenbar Ellipsen sind, dieselben 
Brennpunkte haben. 

Betrachten wir nun erstens den Hauptschnitt, der entsteht, 
wenn beide EUipsoide durch die ^ry- Ebene geschnitten werden, 
deren Gleichung z « ist, so wird der Hauptschnitt des eraten 
Ellipsoids eine Ellipse, deren Gleichung: 






ist, während die Ellipse des zweiten Hauptsohnitts die Gleichung: 






hat Sollen die beiden Eilip- 
soide konfokal sein, so 
müssen diese Ellipsen die- 
selben Brennpunkte haben. 
Aus Fig. 59 folgt dann ge- 
mäß der EoBfiAniktion der 
Ellipse als jikstaad jedes 
der haidtp Dm— iwinlrtf» der 
eratM JQItipsd fom Zentnim: 
O/' -«*-**, und ftr die 




Fig. 59. 



zweite fiUipie OF ^ c? — ß^. Sollen also die beiden flllipsen 
dieselbaa JBnMpMMd und gleiches Zentrum haben — wie die 
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Figur bereits konstruiert ist — , so ist hierfür die Bedingung 

die, daß: 

(8a) a^-b^^a^-ß^ 

ist Ebenso müssen aber auch die zwei Hauptschnitte, welche durch 
die Schnitte der beiden Ellipsoide mit der zz- und mit der yz-Ebene 
entstehen, dieselben Brennpunkte haben, wenn die Ellipsoide kon- 
fokal sein sollen. Daher ergeben sich für die zweite und dritte 
Hauptebene die analogen Bedingungen: 

(3 b) a»~^»«a»-c», 

(3c) /9»-y2 = Ä«-c«. 

Indes genügen von diesen drei Bedingungsgleichungen schon zwei, 
indem z. B. durch Addition der ersten und dritten die zweite folgt 
Diese beiden notwendigen und hinreichenden Bedingungen der £on- 
fokalität kann man auch so fassen: 

(4a) a«-a« = ^«-i2, 

(4b) /9*-6* = y«-c*, 

also auch: 

a« - a« = /9« - Ä» = y* - c« = A. 

Die drei Bedingungen für die Halbachsen a^ ß, y, unter denen das 
EUipsoid H: 

mit dem ursprünglich gegebenen, mit ihm konzentrischen und 
koaxialen Ellipsoid I: 

a^ ^ b* ^ e* 

auch konfokalist, sind daher: 

(5) a« = a» + Ä, /9a = Ä« + A, y» = c« + A, 

und mithin ist die gesuchte Gleichung des mit dem ursprünglich 
gegebenen konzentrischen, koaxialen und konfokalen Ellipsoids: 

Die Begriffe „ähnlich^' und „konfokaP^ sind dabei, wie noch 
hervorgehoben werden soll, als grundverschieden wohl auseinander 
zu halten, um zu zeigen, worin diese Verschiedenheit besteht^ be- 
zeichnen wir mit a die größte^ mit c die kleinste, und mit b die 
mittlere Halbachse eines dreiachsigen EUipstoids, so daß also 
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a^b^c ist; ist speziell a = b und c > j^ , so liegt ein zugespitztes 
Rotationsellipsoid vor; ist & a c und a < {^^ so liegt ein abgeplattetes 
Rotationsellipsoid Yor^ w&hrend für a ^ b ^ c das Ellipsoid in die 
Kugel degeneriert Offenbar wird nun in Gleichung (6) A keinen 
kleineren Wert annehmen können als — c*, da wenn X< — c^ würde, 
das Ellipsoid in ein Hyperboloid überginge. Setzen wir nun 
A = — c* + 6*, wo « verschwindend klein ist, so wird die Gleichung 
des mit dem ursprünglichen konfokalen Ellipsoids: 



Ist jetzt 8 unendlich klein, so ist auch z unendlich klein, da der 
größte Wert, den z^ annehmen kann, 6^ ist, und die Figur schmiegt 
sich der ;ry-Ebene unendlich nahe an, wobei jedoch z'/c' noch 
immer positiv sein und folglich die Ungleichung bestehen muß: 



X« 



1 '^ ^ i^O 

Dieser Ungleichung also genügen alle Punkte innerhalb einer Ellipse, 
oder auf ihr in der ;ry-Ebene, deren Halbachsen a* — c* und ä* — c* 
sind, in welche das Ellipsoid in dem Fall degeneriert, daß A » — c^ 
ist. Ist dasselbe speziell ein Rotationsellipsoid, und ist erstens 
a = b >■ Cf so wird die Ellipse ein Ereis; ist zweitens a > ä = c, 
so wird die Ellipse eine gerade Linie, da dann auch b* — c^=^0 
ist, also die in der y -Achse liegende Achse der Ellipse z ']/b^ — c^ 
verschwindet. In diesem Fall wird die Ungleichung, der alle Werte 
von X zwischen ^'\/a^^c^ bis + y«* — c* genügen : 

Der Fall schließlich, daß a ^^ c ist, tritt nur ein, wenn a^ b =: c 
ist; in diesem Fall, wo konzentrische konfokale Kugeln vorlägen, 
würde die Ellipse, deren große Halbachse a^ — c^ und deren kleinere 
Halbachse b* — c^ war, in einen Punkt zusammenschrumpfen. 

Wird nun X größer und größer, bleibt aber zunächst noch 
negativ, so wird die dritte Halbachse des Ellipsoids c^ + X immer 
größer, und mithin entstehen lauter sich um die Ellipse mit den 
Halbachsen a* — c* und b^ — c* immer weiter und weiter aus- 
dehnende Ellipsoide. Solange dabei X negativ ist, liegt das konfokale 
Ellipsoid II stets innerhalb des Ellipsoids I. Für A » fallen beide 
Ellipsoide zusammen, und für positives X wird das konfokale 
Ellipsoid U stets außerhalb des ursprünglichen Ellipsoids I liegen. 
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Pas Charakteristische hierbei ist, daß sich die konfokalen 
EUipsoide immer mehr einer Kugelgestalt nähern, weil mit 
unendlich wachsendem X die drei Größen a^ + k, b* + X^ e^ + X die 
Gleichheit im Unendlichen erlangen, während sich ähnliche 
EUipsoide niemals der Kugelgestalt nähern, da ihre H^lb« 
achsen stets dieselben Verhältnisse zueinander beibehalten« 

Wenn wir nun das Ellipsoid I mit der Gleichung (1) samt 
einem beliebigen Punkt P des Baumes mit den Koordinaten x, y, % 
als gegeben betrachten, so existiert immer ein und nur ein konfokales 
Ellipsoid, das durch diesen Punkt geht; oder analytisch: wären die 
Halbachsen a, h^ c des EUipsoids I, und wären weiter die Koordi- 
naten X, y, z eines Punktes P gegeben, so wird die Gleichung (6) 
des konfokalen EUipsoids II stets eine und nur eine Lösung haben, 
d. h. Gleichung (6) für X wird stets nur eine reelle Wurzel haben, 
die zwischen — c^ und + oo liegt, indem algebraisch leicht zu 
zeigen ist, daß letztere Gleichung stets drei Wurzeln hat, von denen 
jedoch zwei Wurzeln zwei konfokalen Hyperboloiden, und nur die 
dritte positive und reelle Wurzel dem konfokalen EUipsoid ent- 
spricht. 

Schließlich brauchen wir für die folgenden potentialtheoretischen 
Untersuchungen noch den folgenden: 



b) Hilfssatz konfokaler EUipsoide. 

Derselbe betrifft das Verhalten „korrespondierender Punkte'^ 
konfokaler EUipsoide, die wir zunächst noch zu definieren haheü« 
Dazu nehmen wir wieder das ursprünglich gegebene EUipsoid I mit 
der Gleichung: 

^^^ a« ^ Ä« ^ 0» ^ 

an und denken um dasselbe ein beliebiges konzentrisches, koaxiatea 
und konfokales EUipsoid II konstruiert, dessen Gleichung also: 



(2) ^ + J^ + ^ « 1 

ist, wobei: 

(2a) a« = a» + Ä, /S^^Ä^ + Ä, y»«tf»-hA 

ist. Auf dem ElHpsoid I denken wir uns nun einen 
Punkt Ä mit den Koordinaten, jr, y, z, die also Gleicbiixig (1) 
müssen. Weiter denken wir vam einen andern Punkt B des 
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mit den Koordmaten |, ff, ^, die so beschaffen sein sollen, daß sie 
sich za x,y,z verhalten, wie die Halbachsen der zwei Ellipsoide, 
so daß also: 

ist. Man erkennt unmittelbar^ daß dieser Pnnkt auf dem Ellipsoid 11 
liegen muß. Denn aus den drei yorausgesetzten Proportionen folgt: 

(3) | = -Jx, ,-ly, C=l.z. 

Da aber die beiden Ellipsoide, also die Größen a, b, e, a, ß, y und 
^f y> ^ gegeben sind, so ist der Punkt B durch diese Gleichungen 
vollständig bestimmt. Daß derselbe auf dem Ellipsoid II gelegen 
ist, ergibt sich wie folgt Da: 

£- « -L X — -L ± aa X 

a*«' h ff' ö*r 

ist, so erhält man zunächst durch Quadrieren und Addieren dieser 
drei Relationen : 



aj' 



Da aber: 



ist, so ist auch: 






4- as 



5-+4 + 



{* 



^ ' r* 



a* ^ h* ^ e* 



^ + -t+^ 



= 1 



= 1 



d. h. aber nichts anderes, als |, ^, ^ erfüllen die Gleichung: 



«' 



+ -|r + -p=l. 



Punkt 3 liegt also auf dem 
Ellipsoid n. 

Dieser auf dem Ellip- 
soid n gelegene Punkt B, 
dessen Koordinaten durch 
die Ausdrücke (8) definiert 
sind, heißt der dem Punkt A 
korrespondierende Punkt, 




Fig. so. 



oder der Korrespondent von A, während wir Punkt A selbst als 
das Original von B bezeichnen wollen. 

Da die zwei Ellipsoide eo ipso gegeben sind, so sind |, 17, ^ 
eindeutig bestimmt, wenn auch noch x, y, z ■ gegeben sind, mit andern 

BüOBHOU, Angewmndte HaAhenuitlk. 18 
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Worten^ jedem Punkt des ursprünglichen Ellipsoid^ wird immer 
ein und nur ein Punkt des konfokalen Ellipsoids korrespondieren. 
Nehmen wir also einen beliebigen zweiten Punkt A^ mit den Koordi- 
naten x^y yy^, z^ auf dem EUlipsoid I an, die dessen Gleichung genügen: 

a« "^ *» ■*■ c« "■ ^ ' 
so wird ein und nur ein Punkt J?^ auf dem Ellipsoid 11 existieren, 
der dem Original J^ korrespondiert und dessen Koordinaten: 

^i=T^i' ^i^fyi^ ^i=y^i 

sind. 

Wir beweisen nun den folgenden, für die späteren Unter- 
suchungen nötigen Hilfssatz: Nimmt man auf einem beliebigen 
Ellipsoid I die beiden Originale A und A^ an (vgl. Fig. 60), denkt 
sich zu einem jeden derselben auf dem konzentrischen koaxialen 
und konfokalen Ellipsoid II seinen Korrespondenten markiert und 
zieht die kreuzweisen Distanzen AB^ und A^JB, so sind dieselben 
stets einander gleich: 
(4) AjB^^A^jB. 

Um das zu beweisen, hat man offenbar: 

{ä £,)» = (1^ - *)» + {V, - y)» + (^, - z)» 
oder: 

{A£,)*^ I,« + V,' + Ci' + ^' + !/' + zy^ 2xi, -2y 17, - 2zf,. 
Da aber: 

u 2 ^ %■ 2 r 2 ^2 _— T 2 

femer: 

a« = a« + X, /92 = Ä« + Ä, y» = c« + A 

ist, so auch: 

1 "■ -^i ' a* ^ ' 

y* 2 2 I s 

folglich: 

oder, da der Punkt x^, y^, z^ auf dem Ellipsoid I liegt und seine 
Koordinaten daher die Gleichung dieses ESlipsoids erfüllen, also: 

a« "^ 6* "^ <>* "" 
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ist, auch: 

Demnach: 

f (^ J,)> = x> + y* + z» + V + yi* + ^i' + ^ 

Ebenso folgt: 

K i?)» - d - :r^)« + (, - yj» + (f - z,)», 

oder: 

(^,^» = |« + 17« + ^ + V + yl' + ^l*-2;^,|-2y,^-2z,^ 
Analog wie zuvor ist femer: 

i;« = 2« + ij, 

also: 

|» + i?' + ^ = *' + y + ^» + x{^ + -g- + -J), 

oder, da: 

o« ^ 6* ^ c« 
isii' 

l* + fl' + S'-** + y' + ** + A, 

also: . ■ 

(^, JS)* = X» + y« + z» + Xj» + y^» + Zj» + A 

- 2-JxXj - 2|^yyi - 2-^2z, ; 
und somit ist im Hinblick auf Gleichung (5): 

also, da die Entfernungen stets positiv gerechnet, und demnach auch 
die Wurzeln mit positivem Vorzeichen zu wählen sind, in der Tat: 

Den Begriff der Korrespondenz kann man auch noch erweitem, 
indem man ein beliebiges Oberflächenstück des innem Ellipsoids 1 
herausgeschnitten und zu jedem Punkt desselben seinen Korrespon- 
denten auf dem konfokalen Ellipsoid IE markiert denkt, wodurch 
man ein, dem Flächenoriginal des kleinen Ellipsoids korrespondieren- 
des Flächenstiick auf dem äußeren Ellipsoid 11 erhält. 

18 
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B. Bestimmnng der Anziehungskraft des dreiachsigen £l]ip- 
soids, des abgeplatteten und des rerl&ngerten Botations- 

ellipsoids. 

Nachdem wir im yorhergehenden die für die folgenden Unter- 
suchungen nötigen Voraussetzungen gewonnen haben, wenden wir 
uns dem historisch berühmten Problem zu: das Potential und 
damit die Anziehung eines dreiachsigen Ellipsoids auf 
einen äußeren und auf einen innern Punkt zu finden. Fast 
ein Jahrhundert hindurch haben die größten Mathematiker dies 
Problem behandelt, bis erst allmählich seine Lösung in einer voll- 
endeten Weise erreicht wurde. Indem wir hier den historischen 
Weg, der zuerst zur Lösung führte, in freier Weise vorführen 
wollen, leite^ wjr zunächst den Chasles sehen Satz sowie den Mac- 
laubin sehen Satz für die Wirkung einer ellipsoidischen Massen- 
schicht ab und bestimmen dann mittels dieser Sätze den gesuchten 
Ausdruck für das Potential des dreiachsigen Ellipsoids selbst, wobei 
wir die Ableitung dieser Sätze rein geometrisch geben wollen, indem 
wir sie direkt der Figur entnehmen werden. 

• 

§ 80. Der Chaslesiche Sati. 

Um dies wichtige Theorem in einfachster Weise zu gewinnen, 
denken wir uns ein beliebiges Ellipsoid I mit den Halbachsen a, b^ c 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem ;r,y, z bezogen (vgL Fig. 61), 
so daß die Gleichung dieses EUlipsoids: 

(') :? + -f + -^-' 

ist, und konstruieren nun ein zweites Ellipsoid 11, das mit dem 
ersteren konzentrisch, koaxial, ähnlich gelegen und ähnlich und nur 
unendlich wenig verschieden von ihm ist Sind nun a', b', c' die 
Halbachsen des zweiten Ellipsoides, so sind die relativen Halbachsen- 
differenzen: 

a' " a V ^ h c' — e 



» 



Die Bedingung der Ähnlichkeit ist jetzt also: 

a' \b' xc ^ a\b:c, 
oder: 

a' — a:Ä' — Ä:c' — c — a:Ä:c, 
oder: 
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also, wenn: 

ist: 
(2) 



a' = a + rfa , b' ^ b + db , c' = c + de 



a o c 



wobei also nur die Größe da willkürlich ist 

Denkt man sich nun den Zwischenraum zwischen den Ellip- 
soiden I und 11 kontinuierlich mit Masse von der konstanten Dichte a 
erftQlt, so ist <f als f&nfte willkürlich gegebene Größe zu betrachten. 
Innerhalb des kleineren EUipsoids und außerhalb des größeren aber 




Fig. 61. 

soll, wie wir voraussetzen wollen, keine Materie vorhanden sein. 

Schließlich sei noch ein beliebiger Punkt Q mit den Koordinaten ^, t), } 

gegeben. Als gegeben vorausgesetzt sind also die folgenden acht 

Größen: 

(3) fl, b, c, da, a, J, 9, ä 

und unsere Aufgabe besteht darin, das Potential Fj^ n (Q) der zwischen 
den beiden Ellipsoiden I und 11 enthaltenen Massenschicht auf 
Punkt Q zu bestimmen. 

Dazu wollen wir ein drittes Ellipsoid IQ konstruieren (vgl. Fig. 61), 
das erstens zum Ellipsoid I konzentrisch, koaxial und kon fokal sei. 
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80 daß also die drei Hauptschnitte des Ellipsoids III dieselben 
Brennpunkte haben wie diejenigen des Ellipsoids I nnd das zweitens 
dnrch Punkt Q geht. Die Halbachsen dieses neuen Ellipsoids er- 
geben sich durch Bestimmung der einzigen positiven Wurzel X der 
Gleichung: 
(4) ^-^ — H — 5! L — *! — = i" 

und es seien: 

a» == a» + A, /9» = Ä« + A, y^^c^ + X. 

Nun suchen wir zu Punkt Q sein Original P auf dem EUipsoid I 
mit den Koordinaten: 

(5) r = T5. fi'-j^> r = fj, 

wobei a, ß, y nicht mehr als beliebig gegeben, sondern durch die 
Größen (3) bestimmbar sind. Schließlich konstruieren wir noch ein 
viertes EUipsoid lY, das erstens konzentrisch, koaxial und ähnlich 
mit dem EUipsoid HE sei, und das zweitens diesem ESlipsoid unend- 
lich benachbart seL Die Bedingung dafür, daß das EUipsoid 11 dem 
EUipsoid I konzentrisch, koaxial und ähnlich und nur unendUch 
wenig von ihm verschieden sei, war aber: 

.n\ da db de 

^ ' a 

Daher ist die Bedingung, daß das ElUpsoid III dem EUipsoid IV 
konzentrisch, koaxial, ähnUch und unendUch benachbart sei, analog: 

^ ^ ^ ß r ' 

wobei zwar da noch völlig willkürlich ist; sobald man aber über da 
verfügt hat, sind dß und dy bestimmt 

Wir wollen jetzt, und das sei die dritte Bedingung, der wir das 
ElUpsoid IV unterworfen denken, da nicht als beUebig, sondern so 
bestimmt betrachten, daß: 

,Q. da dß dff da 

sei; d. h. also in der Art bestimmt, daß das Achsenverhältnis der 
zwei EUipsoide lEE und lY dasselbe wird, wie daqenige der EUip- 
soide I und 11. 

Nun denken wir uns den Raum zwischen den EUipsoiden m 
und IV mit Masse von der konstanten Dichte r erfüllt, wobei r 
jedoch nicht willkürUch, sondern so bestimmt sei, daß: 

(9) ^ = ^- tf 

* ' ff Pf 
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ist, wobei: 

abö _ 

eine gegebene Größe ist. Das Potential dieser gesamten zwischen den 
Ellipsoiden III und IV gelegenen Massenschicht auf den Punkt P 
bezeichnen wir mit rni,iY(i^ ^^^ GHASLESSche Satz besagt dann, 
daß das Potential einer ellipsoidischen Massenschicht auf 
einen äußeren Punkt stets ersetzbar ist durch das Potential 
einer andern Massenschicht auf einen innern Punkt: 

(10) ri.n(«)=^iii.iv(i^. 

Um das zu beweisen, denken wir uns aus der innern ellipsoi- 
dischen Schale I, IE (vgl. IHg. 61) ein Volumelement herausgeschnitten, 
indem wir auf dem Ellipsoid I einen beliebigen Punkt A mit den 
Koordinaten x, y, z markieren und von A eine Senkrechte auf die 
^z-Ebene fällen, deren FuBpunkt ^9 sei, so daß die Koordinaten 
des Punktes B bezüglich 0, y, z sind. Die von B gegen A hingezogene 
Gerade denken wir uns nun yerlängert, bis sie das Mlipsoid II in 
Punkt C trifft; die Koordinaten von C sind dann x', y, z\ Punkt A 
liegt nun auf dem Elhpsoid I, daher erfüllen die Koordinaten von A 
die Gleichung: 

(11) ^ + ^^^-u 

Punkt C aber liegt auf dem Ellipsoid 11, dessen Gleichung: 

(12) ^ + tV + ^-1' 
oder, da a' SS aA, b' a bhy c' ^ch ist, auch: 

a« ^ 6» ^ 0« 

ist Daher müssen die Koordinaten von C diese Gleichung erfüllen 
und somit ist: 

(13) ^ + ^ + ^.A.. 

Durch Subtraktion dieser Gleichung von Gleichung (11) erhält man: 

(14) ar'2-ar2 = a«(Ä»- 1). 

Da aber das Ellipsoid II unendlich nahe am Ellipsoid I liegt, so 
ist x' Yon X nur unendlich wenig yerschieden, also x' ^ x + dx, und 
mithin wird unter Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung: 

(15) x'2-ar* = 2xrf:p. 
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Da aber: 

a 

also anch wieder: 

a 

ist^ 80 wird im Hinblick auf die Gleichnngen (14) and (15): 

(16) xdx SS ada. 

Nun suchen wir zu Punkt A seinen Korrespondenten J) auf dem 
Ellipsoid ni. Die Koordinaten von D sind dann: 

Von Punkt D ziehen wir jetzt eine Senkrechte auf die y 2:-Ebene, 
deren Fußpunkt E sei. Verlängert man diese Senkrechte , bis sie 
das Ellipsoid IV im Punkt F tnSt, und setzt DF^ d^j so ist aus 
demselben Grunde wie oben: 

^di « ada, 
also, da: 

da da 



ist: 



oder nach (16): 



^ ju 9 da a' , 

— ar a I aas «^ as — - a da , 

a ** a a* ' 



a ^ a* ' 



mithin also: 

(17) di^^dx. 



a 



Läßt man nun y um dy wachsen^ so daß Punkt B sich parallel 
der y-Achse um das unendlich kleine Stück dy verschiebt, und 
wachse z um dz] konstruiert man femer in der yz-Ebene das un- 
endlich kleine Rechteck dydz und zieht durch jeden Punkt der 
Peripherie desselben eine Parallele zur ^r-Achse, so bilden aUe diese 
Parallelen ein Prisma von der Basis dydz, das aus dem Ellipsoid I 
ein Oberflächenelement herausschneidet, welches wir indes nicht 
perspektivisch zeichnen, sondern in Fig. 61 bloß durch das Linien- 
stück AG andeuten wollen; es ist dann also dydz die Projektion 
dieses Flächenelementes A G auf die y r-Ebene. Das Prisma denken 
wir uns nun verlängert, bis es das Ellipsoid 11 durchsetzt und aus 
ihm ein Flächenelement CH herausschneidet. Das ganze in Fig. 61 
schraffierte Volumen des Prismas, welches zwischen AG und CH 
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liegt^ repräsentiert dann o£fenbar einVolnmelement der ellipsoidiBchen 
Schicht (I, n) und seine Masse ist, da dx die Höhe und a die 
konstante Dichte der ganzen Schicht ist: 

(18) diJL ^ adx dy dz . 

Das Potential dieser Masse auf Punkt Q wird also, wenn i^Q = r^ ist: 

(19) rfri.ii(«)-^^2^. 

Dies Glied liefert das eine M'assenelement d\ji, in das Potential ^ii(Q). 
Analog denken wir uns nun auch aus der zweiten ellipsoidischen 
Schicht (III, IV) ein Volumelement herausgeschnitten ^ indem wir 
auf dem Ellipsoid HI dasjenige Fiächenstück aufsuchen, das dem 
Flächenstück Ä G des Ellipsoids I entspricht, wozu alle Punkte des 
EUlipsoids ni, die dem Flächenstück ÄO korrespondieren, zu be- 
stimmen sind; so möge sich das in Fig. 61 durch DJ angedeutete 
Flächenstück auf dem Ellipsoid UI ergeben. Die Projektion von DJ 
auf die ^z-Ebene ist dann ein fiechteck: dr^d^. Für die Koordi- 
naten eines beliebigen korrespondierenden Punktes gelten nun aber 
die Relationen: 

(20) | = |.. n-{y, ^ = f^. 

Sie gelten daher auch noch für die Zuwächse dieser Koordinaten: 

(21) dn^-^dy, dC^^dz, 

welche Relationen also gleichfalls die Bedingung der Korrespondenz 
der Flächenstücke Ä G und D J sind. Denkt man sich nun schließ- 
lich durch alle Punkte der Peripherie dieses Rechtecks drjd^ 
Gerade, parallel zur ^-Achse gezogen, durch die eben aus dem 
EUlipsoid m das Flächenelement D J, aus dem Ellipsoid IV dagegen 
das Flächenelement FK herausgeschnitten wird, so repräsentiert 
der zwischen diesen beiden Oberflächenelementen gelegene Raum 
ein Volumelement der äußeren ellipsoidischen Schicht (III, IV]. 
Das ganze Volumen dieses Momentes ist, da c/| die Höhe ist: 

DJKF:==drjd^di, 

also die in ihm enthaltene Masse, da r die konstante Dichte der 

Schicht (III, IV) ist: 

22) dß'=Td^drjd^, 

und mithin das Potential dieser Masse auf Punkt F, wenn die Ent- 
fernung DP ^ r^ ist: 

(23) rfr,„.iv(i') = --^'^-^- 
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Dieses Glied liefert dies eine Volumelement der Schicht in das 

ganze Potential ?m,iv(-P). 

Man sieht nun aber, daß die beiden zuvor bestimmten Potentiale 

gleich sind. Denn es ist: 

abo 

d^^-^dx, dri^-^dyy d^^-^dz, 

also, wenn man diese vier Oleichungen miteinander multipliziert: 

Td^df}d^= a dx dy dz\ 



femer ist: 



''i = '•a ^ 



da r^ und r, kreuzweise Distanzen korrespondierender Punkte kon- 
fokaler Ellipsoide sind, und daher ist in der Tat: 

Genau ebenso ergibt sich die Gleichheit der Potentiale aller 
übrigen Volumelemente der zwei Schichten (I, II) und (III, IV), da 
die angenommenen Volumelemente ganz beliebig waren; und daher 
ist überhaupt: 

(25) r(i,„)((2)=rni,iv(P), 

d. h. man kann das Potential einer ellipsoidischen Schicht 
auf einen äußeren Punkt Q stets reduzieren auf das 
Potential einer andern ellipsoidischen Schicht auf einen 
innern Punkt P. 

Das Potential ?m,iv(-P) ist nun aber konstant, da nach dem 
früheren eine ellipsoidische Massenschicht auf einen innern Massen- 
punkt gar keine Kraft ausübt; das Potential der Schicht zwischen 
den EUipsoiden HE und IV auf jeden innern Punkt hat also den- 
selben Wert, und daher kann man, wenn man allgemein mit i einen 
beliebigen innern Punkt bezeichnet, den Chasle sehen Satz auch 
schreiben: 

(26) ^i,n(«)= rni,Mt). 

Man ersieht hieraus, daß, wenn sich der Aufpunkt Q auf dem 
Ellipsoid m beliebig herumbewegt, dann das Potential der ursprüng- 
lich gegebenen ellipsoidischen Schicht auf ihn konstant bleibt 
Daher ist das Ellipsoid in eine Äquipotentialfläche. Wenn also 
wieder ^,n(Q) das Potential dieser Schicht bezeichnet, so ist das 
Ellipsoid III demnach eine Äquipotentialfläche f&r das Potential der 
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Schicht (I, n). Mit andern Worten, wenn eine derartige ellipsoidische 
Schicht nach dem Newton sehen Gravitationsgesetz auf einen äußeren 
Punkt wirkt; so bestehen die Schichten aller vorhandenen Äqui- 
potentialflächen aus lauter konzentrischen, koaxialen und konfokalen 
Ellipsoiden, und die £j:aftlinien sind die, alle diese konfokalen 
Ellipsoide normal durchsetzenden Kurven. Für alle Punkte des 
E^Uipsoids III aber hat X — die einzige positive und reelle Wurzel 
der Gleichung dritten Grades, welche dies EUipsoid definiert — 
denselben Wert; und daher ist auch das Potential einer solchen 
ellipsoidischen Massenschicht nur eine Funktion dieser Wurzel X: 

während es im allgemeinen eine Funktion der Koordinaten ist: 

« 

§ 81. Beweis des Maclaurinschen Satzes far eine unendlich dünne 

ellipsoidische Massenschicht. 

Wir wollen jetzt den Macl auein sehen Satz, den wir später 
als ein allgemein f&r Vollellipsoide gültiges Theorem beweisen 
werden, zunächst fär eine unendlich dünne ellipsoidische Massen- 
schicht ableiten, da wir dann auf Grund der bisherigen Entwick- 
lungen imstande sind, das gesuchte Potential des dreiachsigen 
EUipsoids zu finden. 

Dazu konstruieren wir (vgL Fig. 61) zwei weitere Ellipsoide um 
den Ursprung 0, nämlich erstens das EUipsoid V, das konzentrisch, 
koaxial und konfokal mit dem EUipsoid I sei, dessen Halbachsen 
also: 

sind^ wobei jei > — c^ sein muß, wenn c die kleinste der Achsen ist. 
Nun nehmen wir an, daß das EUipsoid V innerhalb des EUipsoids III 
liege, daß also ^<A sei Schließlich konstruieren wir noch ein, 
dem EHlipsoid Y unendUch nahe gelegenes EUipsoid VI, das erstens 
mit dem EUipsoid V konzentrisch, koaxial und ähnlich sei, so daß, 
wenn a^ + rfa^, b^ + db^^ c^ + dc^ die Halbachsen des EUipsoids VI 
sind, die Bedingung erfüllt sein muß: 

doi dbi doi 

Ol ^ h «i ' 

durch die, wenn da^ bestimmt ist, auch db^ und dc^ bestimmt 
sind; da^ aber unterwerfen wir der Bedingung, daß die relativen 
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Halbachsendifferenzen für die Ellipsoide V und VI dieselben seien^ 
wie fbr die Ellipsoide I und 11, so daß also die zweite Bedingongy 
die ftir das EUipsoid VI bestehen soll: 

n\ ^^ — ^^* — ^^^ — ^^ 

ist, so daB jetzt jei die einzige noch willkürliche Größe ist. 

Nun nehmen wir wieder an, daß der Baum zwischen den beiden 
EUipsoiden V und VI mit Masse von der konstanten und gegebenen 

Dichte : 

/o\ abc 
(2) <7, = a r — 

kontinuierlich erfüllt sei. Der MACLAUBiNSche Satz besagt dann: 
wie groß immer das EUipsoid V, d. h. die Größe jei gewählt 
werde, das Potential der Schicht (V, VI) auf den Punkt Q 
ist immer gleich dem Potential der Schicht (I, II) auf den 
Punkt Q: 

(3) ' rv,vi(«)=^i,n(«). 

Zur Bestimmung des Potentials Fy^yi(Q) braucht man aber 
wieder nur das Potential der Schicht (in, IV) auf Punkt P^, der 
das Original von Q ist auf V zu berechnen, geradeso wie zuvor beim 
Ghasles sehen Satz für das Potential der Schicht (I, II) dasjenige 
der Schicht (III, IV) berechnet wurde. Denn die Schicht (V, VI) 
erfüllt der Voraussetzung nach genau dieselben Bedingungen, wie 
die Schicht (I, II). um nämlich den Ghasles sehen Satz anzuwenden 
auf die Schicht (V,VI) und den Punkt Q, müssen wir durch Q ein 
EUipsoid legen, das zu V konfokal ist. Da aber V mit I konfokal 
ist, so muß dieses EUipsoid auch konfokal zu I sein. Es gibt aber 
nur ein solches, durch Q gehendes EUipsoid, das ist unser firOher 
konstruiertes EUlipsoid III. Dann müssen wir ein EUipsoid kon- 
struieren, das dem EUipsoid III ähnlich, konzentrisch und ähnUch 
Hegend ist, und zwar muß das Verhältnis gleichnamiger Achsen 
dasselbe sein, wie bei den EUipsoiden V und VI. Nach der Voraus- 
setzung ist dieses dasselbe, wie bei den EUipsoiden I und 11, nämUch 
a:a + da. Nun war aber unser EUipsoid IV dem ESUipsoid III 
konzentrisch, ähnlich und ähnlich liegend, und das Verhältnis gleich- 
namiger Achsen war a:a + da, so daß unser ElUpsoid IV den 
Bedingungen genügt In der Schicht (III, IV) müssen wir nun eine 
Masse von der gleichförmigen Dichte: 

i4) (T ^'^'^ = r 
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annehmeiL Diese ist aber, da: 

abe 

ist: 

(5) ^— v~ •= ^ 

Dach der früheren Annahme. Unsere Schicht (TU, IV) mit der 
Dichte r genügt also allen Anfordemngen, die ftlr die Anwendung 
des Chasles sehen Satzes notwendig sind. Da also die Hilfs- 
schicht (m, IV) dieselbe ist für die Schicht (V, VI), wie für die 
Schicht (l, U), so haben wir: 

?i,ii((2) = r,n,rv(0. rv.vi(«) « rni,iv(»), 
und folglich in der Tat: 

^v,vi(Q)-^i.n(«). 

Und da die Potentiale der beiden Schichten auf Punkt Q identisch 
sind, wo dieser auch liege , außerhalb sowohl des Ellipsoids VI als 
auch des Ellipsoids 11, so folgt auch, da i, t), j die Koordinaten 
Yon Q sind: 

(a\ ^^i,ii _ ^^v.vi ÜVn ^^v,vi ^^i.ii _ ^^v,vi 

Durch diese Differentialquotienten aber sind die Kräfte bestimmt. 
Daher kann man den Maolaübin sehen Satz in der jetzt gewonnenen 
speziellen Form, die uns zunächst zur Ableitung des Potentials 
eines Ellipsoids genügt, wie folgt aussprechen: Hat man zwei, je 
Yon ähnlichen Ellipsoiden begrenzte homogene Massen- 
schichten, wobei die innern Ellipsoide konfokal, und die 
relativen Halbachsendifferenzen dieselben sind, und die 
Dichten sich umgekehrt yerhalten wie die Volumina der 
innern Ellipsoide I und V, dann sind die Kräfte, welche 
zwei solche ellipsoidische Massenschichten (I, II) und 
(V,VI), wenn sie nach dem NEwroNschen Oravitationsgesetz 
auf einen beliebigen äußeren Punkt wirken, auf denselben 
ausüben, immer gleich. Dabei ist, wenn die Gravitations- 
konstante k* ist, die Masse 1/A^ in dem angezogenen Punkte kon« 
zentriert gedacht 

Die Größe der Schicht (V, VI) war bisher beliebig. Wir wollen 
sie nun so vergrößert denken, daß das EUipsoid VI durch den 
Punkt Q hindurchgeht; bis zu diesem Grenzfall sind unsere bis- 
herigen Schlüsse und Gleichungen dann sicher richtig. In diesem 
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Fall gehe das Ellipsoid VI in das Ellipsoid VIII über, das sich vom 
EUlipsoid UI nur unendlich wenig unterscheidet Identisch jedoch 
ist das Ellipsoid VIII nicht mit III, da dann das Ellipsoid V dem 
Ellipsoid m zugleich konfokal und ähnlich sein müßte, was nur 
mögUch wäre, wenn III mit V zusammenfiele, oder beide Kugeln 
wären. Alle Kräfte, welche die Schicht (VII, VIII) auf den Punkt Q 
ausübt, werden jetzt also auch wieder identisch sein mit den Kräften 
der Schicht (I, II] auf Q. Dabei waren die Halbachsen des Ellip- 
soids III gleich a, ß, y und ergaben sich durch Auflösen, der 
Gleichung: 

wobei ;, Q, } die Koordinaten von Punkt Q sind. Wenn die einzige 
positive Wurzelt dieser kubischen Gleichung gefunden ist, so sind 
die Halbachsen des Ellipsoids VIII, das dem EHlipsoid I mit den 
Halbachsen Uf by c und daher auch dem Ellipsoid V konzentrisch, 
koaxial und konfokal istf 

a» = a» + Ä, /9* = Ä» + A, y* = c^ + A. 

Auch für die Halbachsendifferenzen der EUipsoide VII und VIII 
muß jetzt wieder die allgemeine Bedingung: 

dcii dbi dcy da 

Qi hl Cx d 

bestehen, die jetzt die spezielle Form annimmt: 

fQy da dß dif da 

l^J . -T^'T^'r ^* 

Diese Schicht (VII, VIII) nun denken wir uns mit Masse von der 
konstanten Dichte r kontinuierlich erfUlt^ derart, daß: 

abe 

sei. Dann erfüllt die Schicht (VII, VIII) offenbar dieselben Be- 
dingungen, welche die Schicht (V, VI) erfüllt . . 

Somit haben wir die Kräfte, welche die Schicht (I, II) 
auf den Punkt Q ausübt, reduziert auf die Kräfte, welche 
die Schicht (VII, Vül) auf diesen selben Punkt Q ausübt, der 
jetzt aber auf der Oberfläche der Schicht (VII, VIII) liegt 
Die Anziehung einer ellipsoidischen Massenschicht auf einen Punkt 
an ihrer Oberfläche aber haben wir zuvor unter der Annahme be- 
rechnet, daß die Dicke der Schicht bekannt sei; diese Dicke allr 
gemein zu berechnen ist nun aber möglich. Somit wären auf diesem 
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Wege leicht die Ejräfte zu finden, welche die Schicht (I, 11) auf einen 
äußeren Punkt Q ausübt. 

Diese Bechnang wollen wir indes dadurch umgehen, daß wir 
nicht die Kräfte selbst, sondern vielmehr das Potential der 
Schicht (I, II) berechnen und zu diesem Zweck brauchen wir bloß 
die Kraft zu bestimmen^ welche auf einen in der x-Achse gelegenen 
Punkt, in dem die Masse Ijk^ konzentriert ist, wirkt Sei R der 
Punkt des Ellipsoids HI, der auf der positiven x-Achse liege (vgl. 
Fig. 61), seine Koordinaten also ar, 0, 0, so übt die Schicht (VII, VIII) 
auf Punkt R eine Kraft aus, die der positiven x- Achse entgegen- 
gesetzt gerichtet ist, welche also die Eichtung RS hat und sich nach 
§ 28 wie folgt ergibt: 

Denn die Oberflächendichte a> ist dadurch gegeben, daß odo die 
Masse des Oberflächenelementes do ist. Dies Oberflächenelement do 
aber ist jetzt zu betrachten als ein Zylinder von der Basis do und 
der Höhe dcc (da ja da die Dicke der Schicht ist), der angefüllt ist 
mit Massß von der konstanten Dichte r. Daher ist die in ihm ent- 
haltene Masse: 

üßdo = doT dcc 

und demnach in der Tat jetzt: 

Die Kraft X, welche die Schicht (VII, VIII) auf Punkt R aus- 
übt, ist mithin: 

(10) X ^ ^ 4n T dcc = — 4n — ^— ö* da . 

Daß dies der Wert der Kraft der Schicht (VII, VIII) auf Punkt R 
ist, ist fireilich nach den früheren Entwicklungen schon bekannt 
Das Neue an diesem Resultat ist jetzt aber, daß diese Kraft zugleich 
die Kraft der Schicht (I, 11) auf denselben Punkt R ist. Wenn 
wir jetzt aber X als die Kraft der Schicht (I, H) auffassen, sind 
offenbar a, b, e an Stelle von a, ß, y einznftüiren, da erstere Werte 
sich auf die Schicht (I, U) beziehen. Dann aber wird, da: 

a a ^ 

ist: 

(11) X=-47r(r *^^^ 



|/(6« + A)(c«4-A) 
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Nun war ja X die einzige positive Wurzel der Gleichung: 

WO aber ic, \), i jetzt nicht mehr die Koordinaten von Q, Bondem 

diejenigen von S sind. Da jedoch E auf der x-Achse liegt, also 

^ = } = und s = a: ist, so wird die kubische Gleichung jetzt 

einfach: 

ar» = a» + Ä, 
also, da: 

ox 
ist, auch: 

dFiii(Ä) beda 

Der Punkt JS liegt nun aber ganz beliebig auf der ^-Achse; 
wir können ihn also auch immer weiter und weiter auf der j>Achse 
vom Ursprung fortrücken lassen, letztere Gleichung bleibt doch be- 
stehen. Was wir nun aber eigentlich suchen, ist nicht die Eraft- 
komponente X, sondern die Funktion Fi^u selbst, deren Differential- 
quotient X für jeden Punkt der :r-Achse bekannt ist. Dieselbe ¥rird 
jetzt, da: 



/ 



OD 

^-^^dz = ri,„(oo) - Fi,u[JB) — ri,u(fi) 



ist: 

OD 00 



(13) 






Jetzt führen wir iL statt x als Integrationsvariable ein und er- 
halten aus: 

z = ya^ + x 

dl 
dx B 



also: 

00 

/dX 

Man würde nun aber irren, wollte man meinen, hiermit das 
Potential bloß für den Fall gefunden zu haben, daß der Aui^unkt 
gerade auf der x-Achse liegt Vielmehr ist der letztere Ausdruck 
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schon der allgemeine für das gesachte Potential. Denn das Potential 
der Schicht (I, U) auf Punkt £ ist gleich dem Potential dieser Schicht 
auf einen beliebigen Punkt Q auf dem Ellipsoid III, da das Ellipsoid III 
konzentrisch, koaxial und konfokal mit dem Ellipsoid I ist^ solche 
EUipsoide aber Äquipotentialflächen sind. Das gefundene Potential 
ist mithin gleichzeitig das Potential der Schicht (I^ II) auf Q. Nur 
ist zu bedenken^ daß jetzt die :r-Eoordinate von X nichts anderes 
als die Halbachse des Ellipsoids III ist: x ^ cc ^ ]/«* + X . Man 
hat also, wenn man Fj^ n (Q) finden will, auf die Bestimmungsgleichung 
von X zurückzugreifen; d. h. gegeben ist Qi,ti,h und aufzulösen ist die 
Gleichung: 

Ihre einzige positive Wurzel X liefert die Halbachse des Ellipsoids lU 
cc^ =s a^ + X, und dies cc ist die untere Grenze x des Integrals für 
^i,ii(Ä), so daß: 

x*^a^ + X, ar»-a«=:A, 

also: 

00 

(16) n^nm = 2nabcdaf-—^= ^** 

J yia^ + u 



1) (6» + u) (ö» + tt) 

ist Da die untere Grenze hier ,,>l'' genannt ist, ist die Integrations- 
yariable zum Unterschiede ,,?i'' genannt, da es gleichgültig ist, wie 
man die Integrationsvariable bezeichnet 

An dieser Stelle wollen wir das Ergebnis der bisherigen Be- 
trachtungen kurz zusammenfassen. Gegeben sind zwei EUipsoide mit 
den Halbachsen a, b, c und a + da, b + db, c + de, die einander 

ähnlich sind, so daß: 

da ^b ^ de 

a ~' b "^ c 

ist. Denken wir uns dann die Schicht zwischen den beiden Ellip- 
soiden mit Masse der gegebenen Dichte o- erftQlt, und nehmen an, 
es sei ein beliebiger Punkt Q, der außerhalb der beiden EUipsoide 
oder auf der Oberfläche des äußeren liegt, d. h. es seien ;, 9, j 
gegeben, so brauchen wir bloß die Gleichung dritten Grades: 

aufzulösen, um das Potential der Schicht auf Q in der zuletzt ge- 
gebenen Form zu finden. 

BuoHHOUS, Angewaodto Mathematik. 14 



210 S^to Abteilang. Das mechanische Potential. [§ 32 

Liegt dabei Q speziell auf der äußeren Oberfläche der 
Schicht (I, H), etwa in Punkt T (vgl. Fig. 61)^ so genügen ;, \f, j der 
Gleichung des EUipsoids U: 

g* + ^' + _ J' _ ^ 1 

(a + da)* ^ (6 + d6)« ^ (c + d««)» ' . 

oder mit Vernachlässigung der unendlich kleinen Größen da, db, de: 

Die Wurzel der obigen Gleichung (17) aber ist in diesem Fall iL » 
und demnach wird: 

00 

(18) ^i,n(20 = 27t(Tbcda ( . . ^.J"* ^,,^ . 

^ ' Af " V / J (a* + «*) (6* + w) (c" + u) 



Nach dem früher Bewiesenen machen nun die Ableitungen des 
Potentials einen Sprung, wenn der Aufpunkt eine unendlich dünne 
ellipsoidische Massenschicht passiert, das Potential selbst bleibt dabei 
jedoch konstant, ist also dasselbe in den Punkten T, T', T" (vgl. 
Fig. 61). Daher wird das Potential der Schicht auf einen äußeren 
bezüglich Innern Punkt: 



00 



(19) r« = 2n<Tbcda C ^"^ — 

J l/(a»4-u)(6« + t*)(o* + t*) 
X 



00 



(20) Fi = 27t(Tbcda f ^ "^^ . 

J )/(a« + t*)(6« + t*)(c» + u) 



Dabei ist aber zu bemerken, daß die Schicht (I, U) zwar unendlich 
dünn, aber mit Masse von endlicher Volumdichte angefüllt zu 
denken ist. Daher ist die in der Schicht enthaltene Masse selbst 
doch unendlich klein und folglich die Potentiale F^ und Fi auch 
unendlich kleine Größen. 



§ 82. Das Potential des dreiachsigen Ellipioids auf einen 

äußeren Punkt 

XTm nun die eigentliche Aufgabe zu lösen, das Potential 
eines dreiachsigen VoUellipsoids mit den Halbachsen a, b, c, 
das kontinuierlich mit Masse der konstanten Volumdichte <r erfüllt 
ist, auf einen beliebigen äußeren Punkt Q, mit den Koordinaten j:,^,} 
zu finden, denken wir uns analog wie früher bei der Kugel das 
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ganze Vollellipsoid in unendlich yielQ, unendlich dünne ellipsoidische 
Schichten, die sämtlich von ähnlichen Ellipsoiden begrenzt sind^ 
zerlegt, und wenden auf jede 
dieser Schichten den zuletzt ge- 
fundenen Satz an. Wir konstru- 
ieren also irgendwo im Innern 
des Ellipsoids um das Zen- 
trum ein ähnliches Ellip- 
soid I (vgl. Fig. 62) mit den 
Halbachsen ha, hb, hc, wo 
< A < 1 ist, so daß ftir A = 1 
die Oberfläche des gegebenen 
VoUellipsoids folgt, für A = 
aber ein dem Ursprung unendlich nah sich anschmiegendes Eilip- 
soid, und lassen A um dh wachsen, wodurch wir ein Eilipsoid 11 
mit den Halbachsen ah + adh, bh + bdh, ch + cdh erhalten, das 
dem ElUipsoid I unendlich benachbart ist 

Zunächst berechnen wir das Potential dieser Schicht (I, II) 
auf Punkt Q. Da die frfifaeren Bedingungen erftült, d. h. die rela- 
tiven Halbachsendifferenzen gleich: 

adh hdh odh dh 




Fig. 62. 



ah 



bh 



eh 



und folglich die Ellipsoide I und II ähnlich sind, so folgt ftU* das 
gesuchte Potential der Wert: 



oo 



(1) 



rj,u(Q)^2naabch^dhf-=.= 



du 



)(6«Ä* + U)(C«Ä« +tt) 



wobei fA die einzige positive und reelle Wurzel der aufzulösenden 
kubischen Gleichung: 



(2) 
ist. 



OJ' 



+ 



+ 



a»Ä* + fi * b^h^ + fi ' c«Ä* + fjt 



1 



Das Potential des ganzen VoUellipsoids auf Punkt Q erhält 
man also, indem man über alle diese im Vollellipsoid vom Zentrum 
bis zur Peripherie enthaltenen ellipsoidischen Schichten, d. L von 
A = bis A = 1 integriert: 

du 



(3) 



a, 



= 2naabefh*dk f — 

J J V(a'A' + u 



i)(6»Ä' + a)(o'A« + «) 



U 



212 £»te Abteilimg. D&b medumische Potential. [§ 82 

In diesem Integral ist nach Gleichung (2) /u als Funktion von h zu 
betrachten. Daher fbhren wir eine neue Variable v ein, indem wir 
u ^ h^v setzen, wobei A, da die Integration nach u zuerst aus- 
zufiihren ist, als eine Eonstante zu betrachten ist, so daß: 

du = h}dv 

ist Das Potential des Yollellipsoids wird daher, da an der unteren 
Grenze u ^ fjL, also v a /Ei/A', während an der oberen Grenze /u = oo, 
also V = 00 ist: 

(4) Qa-^Ttaabc [2h dh A- " ^"^ - . 

J J y (a* + r) (6« + r) (c» + v) 

Durch Auflösung von Gleichung (2) erhielte man {i und damit, 
nach Diyision mit A^, die yerlangte untere Integralgrenze. Wir 
setzen jedoch einfacher: 

und stellen für p eine neue Gleichung dritten Grades auf. Da 
fjL ^ h^v ist, so wird Gleichung (2): 

(5) *' + y' + ^— = A3 

Wir berechnen somit nicht /i aus Gleichung (2), sondern p aus letzterer 
Gleichung, und nehmen dann diesen Wert als untere Integralgrenze 
an. Das gesuchte Potential erhält man daher aus: 

naabe J J l/(äM- r) (A« + r) (0« + r) 

y 

oder durch partielle Integration: 

00 



(«) 



J ]/(ä» + ») (6» + ») (c* + ») 



Ä-1 00 



-/'■^/r(? 






Um das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung zu be- 
rechnen, folgt für A = 1 aus Gleichung (17) des vorherigen Para- 
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graphen, wenn wir mit l den Wert von p bezeichnen, der zu A » 1 
gehört: 



Da nun v sehr groß wird ftU* A = 0, so yerschwindet bei Ausführung 
des ersten Gliedes der rechten Seite von Gleichung (6) der auf die 
untere Grenze Null bezügliche Teil und folglich wird: 

\ J y(a* + v)(b* + v)(o^ + p) J V^?+ u)(b* + tt)(o» + u) 

Im zweiten Glied der rechten Seite Ton Gleichung (6) ist p 

CO 

Funktion von h und daher die Form dff{v)dv zu behandeln. 
Wählt man nun F{v) so, daß: 

ist^ so wird: 

ff{v)dv^F{aD)-F{v), 

also: 

rff/'W rfe = - /* (») rf» = - /"(r '=9)dv, 
folglich: 



00 



Daher wird: 

Aal OD %"1 

und das Potential des VoUellipsoids, Qu, folgt aus: 

(8) Jy^, T-— - A" + T-— J^ =. 

Am natürlichsten wäre es nun zwar, im zweiten Integral der rechten 
Seite dieser Gleichung \u dp statt v wieder h als Integrations- 
yariable einzuf&hren. Einfacher aber behält man p als Integrations- 
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Tariable bei; an der unteren Grenze ist A » 0, also v ^ co, da, je 
kleiner A, desto größer der positive Wert des p wird, wozu: 

«' = y' ^ ** ^ 

sein muß ; an der oberen Grenze aber ist A s l und folglich tf » A ; 
die aufzulösende kubische Gleichung ist also: 



x^ 



y' 



= 1. 



Daher wird das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (8): 



/» r X* y^ «• 

V(a» + v)(6» + y)(c« + ^ J V(a« + y)(6« + y)(c» + y) 

bO od 



r/|f, 



A«0 

also Gleichung (8) auch: 



Ä. 



Tiiraftc 



00 00 

I dt* ^ I »• + u 6* + u ö' + tt 

J V(a« + u)(Ä* + tt)(ö* + tt) J V(a« + M)(6»+tt)(o« + tt) 



du 



oder: 



OD 



ßa = »<r a Ä c / { 1 =-; -35^^; =— — \ , 



oder: 

(9) 
wobei: 



fla = i;r<7aÄc(Ji — Aar*- Cxy^-^ Diz^, 



• • 



(9 a) 



OO 



A = r ^^ 



00 



^ _ T ^ 



) 



00 



c = r ^^ 



u) 



00 



J (C» + M) V(o« + «) (Ö> + «) (C' + U) 
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ist Dieser Ausdruck gilt auch dann noch, wenn der Aui^unkt Q 
auf die Oberfläche des Yollellipsoids rückt, d. h. wenn il = 
wird, nicht mehr jedoch, wenn Q im Innern des Ellipsoides liegt. 



§ 33. Das Potential des dreiachsigen Ellipsoids auf einen 

Innern Punkt 

um das Potential auf einen Innern Punkt zu berechnen, denken 
wir uns das ganze Vollellipsoid wieder in unendlich viele Schichten 
zerlegt, die von ähnlichen Ellipsoiden begrenzt werden. Für alle 
Schichten, die innerhalb Q liegen, ist Q ein äußerer Punkt, und 
für sie ist daher nach § 81, Gleichung (19): 

(1) ra=2n(rbeda f , — - 

l 

Für alle diejenigen Schichten hingegen, für die Q ein innerer 
Punkt ist, gilt der Ausdruck: 

(2) V. = 2 g /r &fl /f fl T- ^"^ 



Seien nun |, % t, die Koordinaten eines beliebigen Punktes des 
Ellipsoids I, das irgendwo im Innern des Yollellipsoids liege, dessen 
äußerer Begrenzungsääche es ähnlich ist^ dessen Halbachsen also 
aA, hh, eh sind, so ist dessen Gleichung: 

t% «8 >-8 

-, + T* + -^ = A' 

a* o' c* 

und der Übergang von den innem zu den äußeren Ellipsoiden 
findet gerade für dies durch Punkt Q hindurchgehende Ellipsoid, 
also dann statt, wenn die Koordinaten von Q die letztere Gleichung 
erfüllen, d. h. wenn: 

a« ^ 6» ^ c* 1 

ist; für A < Aj ist Q ein äußerer Punkt, für A > A^ ist Q ein 
innerer Punkt 

Im ersteren Falle wird das Potential nach Gleichung (1), indem 
adh für da, femer Ai für d und hc für c gesetzt ist: 
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OD 



(3) K^27t(Tabch^dhf-p — - > 

Hierbei ist die untere Grenze h^v aus der Gleichung: 

•T* y* jt* ^ 



ZU bestimmen, oder i^ aus der Gleichung: 

Das Potential aller Schichten bis zu derjenigen^ welche gerade 
durch Punkt Q hindurchgeht, für die A » A^ ist, wird mithin: 

*1 OD 

(5) V.^2n<jfabch^dh f ^ ^"^ 

^ J J V(aU« + tt)(6>Ä« + u)(c«Ä» + u) 

Ä»r 

Für die übrigen ellipsoidischen Schichten hingegen ist Q ein 
innerer Punkt, und daher das Potential nach Gleichung (2): 

1 OD 

(6) F.^2n(T fabck^dh f — " * 

* J J y(aU« + t#)(Ä»Ä« + u)(c«Ä« + t*) 

hl 

Daher wird das Potential des dreiachsigen Vollellipsoids auf 
einen innern Punkt: 

^ OD 

Ä = 2»ö- [abck^dh f- '''* ^^ zzr^ 

/»•» 

1 OD 

+ 2nff fabck^dh f , -4 ": =.-, 

K 

oder, wenn man wieder tt =» A^v, also du ss h^dv setzt: 

*1 OD 



Q.^n(Tabcf2hdh f ^ ^"^ 



(7) 



r 

1 OD 
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Das zweite Glied ist zunächst: 

Ä = Äi OD 

Es ist aber: 

OD 






Für das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung erhält 
man durch partielle Integration: 



OD 



J VCa' + f^X^' + fXö^ + r) 



h^O 



V 



+ 7KT abc I — 






Setzt man nun A =s A^, so wird y = 0, da i^ die Wurzel der 
Gleichung: 

a?' t/* ** ■,» 



ist, die für A » A^ übei^eht in: 

»* y* *• , 2 ^* I y* I *' 



a« 



+ f' ^ 6« + y ^ 0« + 1' "^ '*i "^ a« ^ 6« ^ ö» ' 



Für A a hingegen wird y « cx> . Infolgedessen geht das erste 
Glied Ton J^ über in: 



00 



(I) = naabchJ^ 1 =r 





während das zweite Glied übergeht in: 











OD 



Setzt man analog dem Fall des Potentials auf einen äußeren Punkt 
zur Abkürzung: 
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(8) 



OD 



/ 



du 



V(a« + u)(6«+tt)(c»+tt) 



= A, 



00 



/ 



du 



(a» + «)/(ä* + u){b^ + M)(c«+ M) 



= ^o> 



OD 



/ 



du 



(6* 4- u) l/(a« + i*)(6« + tt)(c« + w) 



= C„ 



OD 



/ 



dtt 



(ö' + «*) V («' + «)(*' + «*)(«• + «*) 



= ^0. 



80 wird: 



Da femer in J^ die nach v zu integrierende Funktion nichts ent- 
hält, was von h abhängig ist, so ist «^ das Produkt der beiden 
Integrale und von n<y abc. Das Integral nach v ist A^, dasjenige 
nach h ist (1 ^h^*), so daß: 

1 
J^ i=s n<T abc Jq j2h d h ^ n a a b c Jq{1 — A^*) 

ist; also das Potential auf einen innern Punkt: 

(9) a,^ntTabc{Ä^^£^x^-C^y^-^I),z\ 

wobei die Integrale Aq, B^, C^, D^ Eonstanten sind, die von der 
Position des Aui^unktes unabhängig und nur von den Halbachsen des 
Ellipsoids abhängig sind; während die Integrale Jx, Bx9 f^Xf A ^ 
Ausdruck für das Potential auf einen äußeren Punkt keine Kon- 
stanten sind, weil die untere Grenze X in diesen Integralen eine 
Funktion von x, y, z repilLsentiert, da X aus der Gleichung: 



x^ 



y' 



+ 



= 1 



ZU bestimmen ist Die Kräfte, welche das Yollellipsoid auf einen 
innern Punkt ausübt, sind: 

(10) X 2£,x, 7=-2Coy, Z^^2D,z, 

also den Koordinaten des angezogenen Punktes direkt pro- 
portional. 

Für eine Kugel müssen sich die früher gefundenen Formeln 
(TgL § 10) aus den allgemeineren des Ellipsoids durch Spezialisierung 
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natürlich gleichfalls ergeben. Da in diesem Falle a^ b ^ e isty so 
reduziert sich zunächst die Gleichung dritten Grades auf: 

oder: 

r^^a^ + X, 

so daß: 

Ä = r* - a* 

ist Setzt man a* + u •=: v^, so wird: 

j _ r 2vdv _ r 2dv 2_ 

7i r n C^^^^ r2dv 2 

Bei der Integration von X bis oo entspricht nun der unteren 
Grenze A flir die fiühere Variable u die Grenze ya^ + X f&r die 
neue Variable v; der oberen Grenze od für die alte Variable u 
entspricht ebenfalls die Grenze oo für die neue Variable v. Es ist 
aber a* + A = r^, also die untere neue Gh*enze j/i^« r. Bei der 
Integration von bis oo erhält man als untere Grenze o, da v » a 
dem M = entspricht. Daher wird: 



A. 



2 



^o--^> -^0- ^0- -^o- 3^- 
Mithin folgt: 

^ ./2 2 \ 47r(ra» ifcf 

\r 3r J 8r r 

Das sind aber die früher direkt gefundenen Ausdrücke. 

§ 34. Bas Potential des abgeplatteten und des verlängerten BotationB-» 

ellipsoids auf einen innem Punkt. 

In Fig. 62 haben wir vorausgesetzt, daß a^b sei. Diese 
Voraussetzung ist aber in den gefundenen allgemeinen Ausdrücken 
für das Potential und die Eraftkomponenten des dreiachsigen 
EUlipsoids, da dieselben hinsichtlich a, b, c symmetrisch sind, nicht 
nötig. Für ein Botationsellipsoid ist i ~ c, und die allgemeine 
kubische Gleichung geht über in eine quadratische: 



a^ + iL ^ A« + A "~ 
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Setzt man: 

y* + x^ = Q^, a^ + X^iA, 
80 wird: 

-f — I I -- 1 

Setzt man weiter: 

80 wird, wenn die Rotationsachse die größere, d. h. a> b ist^ 
g negativ; wenn die Sotationsachse die kleinere, d. h. b> a ist^ 
wird g positiv, und obige Gleichung ergibt: 



also: 



^^ ,'.fx»-, +y ^(g'+^-P)% ^^. 



Ist nun g positiv, so ist die Größe unter der Wurzel stets 
positiv, die Wurzel also reelL Aber auch für negatives g ist die 
Wurzel stets reell, da man ii auch wie folgt schreiben kann: 

Um nun die Integrale Ä^y Bx^ Cx, Dx filr den jetzigen Fall zu 
berechnen, ersetzen wir die Integrationsvariable u in diesen Inte- 
gralen durch die neue Variable v mittels der Gleichung a^ + u ^ o^ 
so daß du =s 2vdv wird. Man kann dann die Wurzebi ausziehen 
und erh&lt: 



oo 



/ 2vdv ^ r 2dv 

Vv^ig + v^ig-hv^ ^ J 9-^9^ '^ 



analoge Werte folgen für die Integrale Bxf Cxf ^x* Da &ber 
a* + Xwm (A gesetzt war, so ist die untere Grenze Yf^ und man 
erh&lt: 

00 . 00 OD 

f'_idv_ jf f 2d« r—Ti— C ^'^* 

} 9 + ti" j P*(g + v») ' J (S + ^' ' 



Nun ist aber: 

1 


1 l 


gv* 
mithin: 


gig- 

2 

gv 


1- f^') »» {g + r*) ' 
® 2 r dv 

VF gjg't-v* 

V7 
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Femer ist: 



oder: 



Da aber auch: 



ist; so ¥rird: 



also: 



\g + v*j _ 1 2g« 



U + t>V ^ (g + v') _ 
äv (g + »•)* 



2r« 



(g + t^V (g + V*)* 



\^ + ^V+ ^ 



^9 



dv 



Cr=D = 



g + v* ig-^ v^f ' 



gig + v") 



00 



V?" 



00 






Von hier ab gehen die Formeln auseinander. Betrachten wir erstens: 



a) Das abgeplattete Rotationsellipsoid. 

Für dasselbe ist a < | , also g positiv. Setzt man g = e^ 
so wird: 

00 00 

/dv C dv 1 , V 

— T-% = I , . > = — arccotg — . 

Für tt = A ist nun r* = a* + A = ju, für t« = oo ist r = c». Daher 
ist in Ax bezüglich des v zu integrieren von yjii bis oo und somit wird: 



(1) 



Ax^ — arc cotg J-^ 

e e 



A = 



2 



2 



^ = 7v^-:?-*^« <'*>*« 



6 



Ci = i>i 



V/« 



««(«• + ^)- + i-*"«»*«-T^ 



Dem A =a entspricht, da a* + A ■- jm, also (a^ a^ ist, w =s a; für 
tt « c» ist ü = 00, also wird: 



(2) 



J, =. y arc cotg y , 



222 



Erste Abteilung. Das mechanische Potential. 



[§8* 



da ^ « 6' "— a' war. Aus diesen Integralen aber kann man sofort das 
Potential and die Eraftkomponenten eines abgeplatteten Rotations- 
ellipsoids auf einen äußeren und auf einen innem Punkt zusammen- 
setzen. Als Ausdruck f&r das Potential auf einen äußeren Punkt 
ergibt sich: 



(3) 



ßa = n(r—^\ II H ^ 1 arc cotg 



e 



2x* V/u(y« + ««) 



Das Potential iii auf einen innem Punkt geht aus ü^ dadurch 
hervor, daß für yjü bezüglich a und für e^ + /jl bezüglich b^ gesetzt 
wird, also: 

(4) Q^^na-^]^\\ + ^ ^Jarccotg--^^--^?^^^ . 



b) Das yerlängerte Rotationsellipsoid. 
Für dasselbe ist a > | und b ^ c\ wir setzen a* — ft* = 



e\ 



Dann wird: 



00 



ß _ C du 

* j (6» + i*)1/(5M^) 



00 



p ^ C du 



00 






Setzt man nun a^ + u ^ v^, also du =» 2ocfo, so wird für u 
offenbar v — |/a* + A = y^ii, also: 



«A 



00 



100 



v^' 



oder, da f&r o s oo der Logarithmos rerschwindet: 



^'-nm- 
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Femer folgt: 

OD 



Es ist aber: 



Zur Bestimmimg yon l, m, n hat man also die drei Gleichungen: 
Z-j-msO, /« — me + n s= 0, — »«* = 2, 



aus denen: 



, 1 1 2 



folgt Mithin wird: 

2 1 1 2_ 

(„« « e^^t — ö»(r - e) e»(r + e) ««»» ' 

also: 

Für die obere Grenze oo verschwindet der Logarithmus und ebenso 
das zweite Glied; für die untere Grenze "^ wird: 



ü=_±/fV£:iJLl_ 



2 



Schließlich wird: 

und man hat: 

2^ V m' n' o' 

(€» - eV ^ f^ - « ■*■ r + « "^ (t> - «)• («' + «)' 
oder: 



y +m0g»+frc-m^e+n^-K>0f>«+(-re«-mV+2gn^-2eQ>-rg»+mV+nV-oV 

Die Größen /', m\ n\ o' ergeben sich also aus den vier Gleichungen: 

Z' + m' = 0, 
r« — m'e + n' + o' = 0, 

- rtf*-in'tf«+ 2tf»'-.2<fö' = 0, 

- /'«» + m'tf» + n'^a + c>'<f« = 2 
zu: 

,/ 1 / 1 .1 / 1 



224 



Ente AbteUnng» Das mechanische Potential. 



[§36 



Daher wird: 
_2 

mithin: 



+ 



2«>(f? - e) ' 2e3(p + e) ^ 2e* (v - e) 



3isr + 



2««(» + e)* 



/ 2dv 1 i( ^ - ^ \ y 
(r> - eV ~ 2e^ l r + c j ««(i;« - «*) ' 

Für die obere Grenze oo yerschwindet der Logarithmns nnd ebenso 
das zweite Glied; fiir die untere Grenze Y/i aber wird: 






«•) 



Bei den Integralen Ton bis oo hat man bloß a an Stelle von y^ 
zu setzen. Stellen vir die erhaltenen Formeln zusammen, so ist alsp 
für das verlängerte Botationsellipsoid: 



(1) 



(2) 



£,= 


1 . 

e 


F,=- 


1 . 


Öi = 


1 , 
2«« * 


^0 = 


1 , 

e 


^« = - 


1 , 


»0 = 


1 , 

2 c* 



Vi* +« 



e« 0* - e«) 



/ o~ g \ 2_ 

V a + « / ac* 



Durch EiinftLhrung dieser Werte in die Gleichungen (9) yon § 32 
und Ton § 83 erhält man das Potential des verlängerten Rotations- 
ellipsoids auf einen äußeren bezüglich auf einen innern Punkt 



§ 35. Beweis des Maclanrinschen Satzes für das Vollellipsoid. 

Der MAGLAüBiNsche Satz, den wir zuvor nur für eine unend- 
lich dünne ellipsoidische Schicht hergeleitet hatten, gilt all- 
gemein auch für das Vollellipsoid. Dm das zu zeigen, denken wir 
uns ein beliebiges Ellipsoid, das EUipsoid 0, mit den Halbachsen 
Ä, B, C, dessen Gleichung: 

(1) *' ■ j'' '* 



Ä* ^ B* 



+ ^=1 
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ist Dae Potential dieses EUlipsoids auf einen äußeren Punkt x, y, z 
ist dann: 



(2) 
wo: 



(3) 



00 



A = r ^" 



00 



ß ^ r du 

^ J (A^ + u)y(A* + u)(ß* + u){C* + ü) 



usw. ist, und X^ die positive Wurzel der kubischen Gleichung: 



(4) 



x^ 



+ 



+ 



= 1 



repräsentiert Für ein bestimmtes Ellipsoid, das £llipsoid I, sei 
J = Oj B — by C = c\ dessen Potential auf denselben Punkt x^ y, z 
ist mithin nach Gleichung (2): 



(6) 
wobei: 



fli = abcna[Ai — Bix* -- Piy* — A ^^' 



(6) 



00 



^ ^ r du 



— > 



00 



j ^ r du 



USW. ist, und Ai die positive Wurzel der Gleichung: 



x^ 



y' 



a* + Xi 



+ 6» + Äi "*" c« + Ai 



- = 1 



(7) 

bezeichnet. 

Die Gleichung eines andern Ellipsoids, des Ellipsoids II Ton der 
Dichte T sei: 



X' 



+ 



y' 



+ 



c^ + /i 



-- = 1, 



ä^ + fi b^ + u 

80 daß für dieses EUipsoid: 

A^^a^ + fjL, Ä» = 3» + ju, C^ = c^ + fx 

ist. Dessen Potential auf denselben Punkt Xj t/, z, der auch ftir 
dieses EUipsoid ein äußerer sein soll, ist daher nach (2): 



BuoBHOLZ, Angewandte Mathematik. 
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wobei: 



QO 



(9) 



All *= / — - n — 

J y{a* + /tt + u)(b* + fi^u){c* + ft + u) ' 



*n 



QO 



J (a« + ^ + «) Via* + /u + ttj(6* + /u + u)(c« + [i + u) 



USW. ist Nach Gleichung (4) muß An dabei die positive Wurzel der 
Gleichung: 



+ 



y* 



= 1 



a» + ^ + in 6' + f« + An o* + f* + Xn 

sein; und mithin ist An + /tt die positive Wurzel genau derselben 
Gleichung, wie Ai. Beide sind die positiven Wurzeln (fllr |) der 
Gleichung: 



x^ 



y' 



Daher muß: 



4- - == 1 



Aj == An + i^j also: An = Aj — ^u 
sein, und folglich wird: 



00 



^ ^ r du 

J V(ä' + ju + w) (Ä* TT* + t*) (c« + /u + tt) 

oder, da man die Integrationsvariable bezeichnen kann wie man 
will, auch: 

00 

(10) ' ^ '**' 



J y(a« + /u + r) (6« + 



/i + 1^) (c* + I» + «) 



il-A* 



Setzt man jetzt v + ju = u, so sieht man unmittelbar, daß dieses 
letztere Integral mit dem ersten Integral der Gleichungen (6) iden- 
tisch ist, und analog erweist sich die Gleichheit der übrigen Inte- 
grale, so daß also: 

(11) ^n = ^i, Bii^Bi, Cn = Ci, Du ^ Bi 

ist, und folglich auch die beiden Potentiale £ii und Qu sich 
verhalten wie abca zu /(a^ + /i)(Ä^ -J- (jl){c* + /i)r. Führt man in 
diesen beiden Potentialen noch die Massen der EUipsoide ein: 

4ny(a* + fi) (b^~+ ~i^ +^t 



4nabea -»m 



Mus 



3 "* ' 3 

SO erhält man den Maclaürin sehen Satz in seiner allgemeinen 
Form, die besagt, daß die Potentiale von zwei konfokalen 
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Vollellipsoiden bei konstanter Dichte auf einen und den- 
selben äußeren Punkt den Massen dieser Ellipsoide pro- 
portional sind: 

(12) ai'.aii^MiiMjx. 
Ebenso wird: 

(13) XiiXu^MiiMu 

und analog für die zwei andern Komponenten. 

Ist nun spezieil die Dichte des kleineren dieser beiden kon- 
fokalen Ellipsoide a und: 

abe 



die Dichte des größeren, indem: 



ist, so ist: 

aabc = raßy. 

Dann sind also die Massen der zwei Ellipsoide untereinander gleich^ 
und das größere hat somit die geringere Dichte. In diesem 
Fall also ist: 

(14) fii=fl,i, Xi=.Xn, 1^1= 7n, Zi=^Zii. 

Sind dagegen die Dichten tr und r der beiden konfokalen 
Ellipsoide einander gleich, so verhalten sich die Massen 
wie die Volumina und folglich die Potentiale selbst in 
diesem Fall wie die Produkte der Halbachsen: 

j MiiMn = abc:y{a^ + fji)(h* + fjL)(c^ + fi) 
\ ßi: fln = aÄc:y(^äqr^-(-j2 + ^)(^a ^ ^y 



§ 36. Der Ivorysche Satz. 

In Zusammenhang steht mit dem Maglausin sehen Satz ein 
zuerst von Itoby hergeleiteter und nach ihm benannter, später von 
PoissoN erweiterter Satz, aus dem seinerseits der MAOLAüEmsche 
Satz, wie wir zeigen werden, auch wieder herleitbar ist. Dabei gilt 
der IvoKTsche Satz aber nicht bloß fiir das Newton sehe Gravi- 
tationsgesetz, sondern für jedes beliebige Anziehungsgesetz 
der Mechanik überhaupt. Zu seiner Herleitung nehmen wir ein 
beliebiges Ellipsoid mit den Halbachsen a, b, c, bezogen auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem, an, sowie einen beliebigen äußeren 
Punkt P mit den Koordinaten k, fi, v. Dieses Ellipsoid sei wieder 

15* 
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mit Masse von der konstanten Dichte a kontinuierlich erf&Ut, so 
daß die in einem beliebigen Volumelement enthaltene Masse d^L 
^ adxdy dz ist Diese Masse soll nun also auf Punkt P eine 
Anziehung ausüben nach einem beliebigen Gesetz, so daß die 
Kraft der Masse dieses Elementes proportional , übrigens aber 
eine beliebige Funktion der Entfernung, /"(r), sei. Dabei nehmen 
wir diese Kraft, die stets in Bichtung der Entfernung wirkt, weil 
sie als anziehende Kraft die Entfernung verkleinert, mit negativem 
Vorzeichen an; und ebenso erhalten ihre Komponenten, da dieselben 
in die Richtung der negativen Koordinatenachsen fallen, das negative 
Vorzeichen: 

cf X = — adxdydz f[r) — ^^^ — , 



(1) 



i^-y 



dT=— adxdydz f\r) — — 
dZ = — trdxdy dzf[r) " 



r 

wobei Xy y, z die Koordinaten eines Punktes des wirkenden Massen- 
elementes sind, so daß: 

(la) r^ ^{X^ xf + {!i --yf + {v - zf 

ist 

Sei nun: 

Jf{r)dr = <p{r), 

also: 

ox ar ax '^' r ,-/v/ 

Bei Einführung von <p (r) werden die Komponenten der Kraft, welche 
das eine Element dfi auf Punkt P nach den drei Achsen ausübt: 

d(p(r) 



(2) 



rfX= adxdydz ^ 

^ dx 

dr^ adxdydz ^^^'■^ 



dy 
dg>(r) 



dZ— adxdydz- « 

Um die Gesamtkraft des ganzen VoUellipsoids auf Punkt P in 
Richtung der ;r-Achse zu finden, ist über alle Volumelemente zu 
integrieren. Nun ist aber: 

-j^dx + -~j—dy + —^--dz = d(p{r). 

Man hat also zunächst längs einer Parallelen zur or-Achse zu inte- 
grieren, um X zu finden; und danach ebenso längs einer Parallelen 
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zur y- und z -Achse, um J und Z zu finden. Bezeichnet r^ und r, 
bezüglich den Anfangs- und Endwert von r, so ergibt die Integration 
längs der x-Achse, indem man y und z als konstant, und bloß x 
als variabel nimmt: 



/ 



ax 



(p{r^)-(p[r^)> 



Analoge Werte folgen fUr y und z. Die Eraftkomponenten werden 
daher auch: 



(3) 



^= <^fjdydz{(p{r^) - (p{rj)}, 
Y^(^Jjdxdz[(p{r;^--(p(r^)\, 
Z « <^Jjdx dy \(p (r^) - (p (r^)} . 



Diese Doppelintegrale, beispielsweise das erste, wollen wir nun 
geometrisch ^^ersinnlichen. Dazu nehmen wir in der yz- Ebene 
einen Punkt Ä mit den Koordinaten y und z an und lassen y um dy^ 
z um dz wachsen, wo- 
durch in der yz -Ebene 
das unendlich kleine 
Flächenelement dy dz 
entsteht (vgl. Fig. 63). 
In Wirklichkeit liegt da- 
bei Punkt C irgendwo 
auf dem Ellipsoid I, und 
nicht gerade in der xz- 
Ebene, und Punkt A liegt 
in der Mitte zwischen B 
und (?, was in Fig. 63 
nicht erkennbar ist. Das 
Analoge gilt von C, Denkt 
man jetzt y und z konstant und erteilt dem x alle möglichen Werte, 
indem man von Punkt A aus eine Parallele zar :r-Achse durch das 
ganze Vollellipsoid hindurchzieht, so schneidet diese Gerade seine 
Oberfläche in zwei Punkten, B und C, und zwar sei BP = r^f 
CP ssz r^. Bei Bildung des Doppelintegrals ftlr X ist also die Inte- 
gration über den ganzen Querschnitt der y 2: -Ebene mit dem Ellip- 
soid zu erstrecken. 

Nun denken wir uns durch Punkt P ein zweites Elllipsoid ge- 
legt, das mit dem ursprünglich gegebenen konfokal sei, die Halb- 




Fig. 63. 
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achsen a, ß, y habe und mit Masse von derselben konstanten 
Dichte G erfüllt sei^ wie das erste Mlipsoid. Markiert man auf 
dem ersten Ellipsoid nun den Korrespondenten Q von Punkt V^ 
so sind dessen Koordinaten nach dem früheren: 



a 






(4) ^^^-^^ ^^V'\y « = «' 

Jetzt nehmen wir an^ daß die im zweiten E^ipsoid befindliche 
Masse nach demselben Gesetz f{f) auf Punkt Q wirke, nach dem 
die im ursprünglichen Ellipsoid enthaltene Masse auf Punkt P wirkt, 
und bestimmen unter dieser Voraussetzung die Kraftkomponente By 
welche das zweite Ellipsoid nach der or-Achse auf den Punkt Q 
ausübt Dazu denken wir uns ein Flächenelement dfidll, in der 
?yz- Ebene wie folgt konstruiert; wir setzen: 

Durch diese Koordinaten ist ein zweiter Punkt A' in der yz-Ebene 
charakterisiert; wächst dann y um' dy und z um dz^ so wächst: 

f] um: dfi ^ dy~i 

C um: d^ = dz ^- 
=. » ^ 

und man erhält in der yr-Ebene in Punkt Ä' ein zweites, dem in 
Punkt J gelegenen Rechteck dxdy entsprechendes: 

(5) dfjd^:^^J^ dydz. 

Analog wie zuvor durch Punkt A legen wir. nun auch durch 
Punkt A' eine Parallele zur a:- Achse, welche die Oberfläche des 
größeren EUipsoids in den Punkten £' und C schneidet, wobei 
J' Q = Pj und C Q = Q^ sei. Dann folgt analog: 

(6) S'^fTffdvd^\cp{g,)-^^.(ü{)\, 

wobei das Doppelintegral zu erstrecken ist über die ganze Schnitt- 
fläche der yz- Ebene mit dem zweiten VoUellipsoid. Als kreuz- 
weise Distanzen korrespondierender Punkte aber werden: 

9i^r^y P2 = ^2 
und daher wird: 

(7) Ä - <^ilff^!fdz\<p{r,) - g,{r,)], 
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wobei dies Doppelintegral zu erstrecken ist über die ganze Schnitt- 
fläche der y^r-Ebene mit dem ersten YoUellipsoid, da durch die 
Gleichungen: 

die Schnittfläche des ersten VoUellipsoids mit der yz-Ebene auf 
die Schnittfläche des zweiten VoUellipsoids abgebildet wird. 

Letzterer Ausdruck ist aber bis auf den konstanten Faktor 
gleich dem zuvor für die Kraft X gefundenen Wert Mithin sind 
die Kräfte, welche das äußere YoUellipsoid auf Punkt Q in Richtung 
der :ryy,z-Achse ausübt^ gleich der /9y/Äc-fachen, bezüglich ayjac^ 
fachen, bezüglich aßlab-f&chen Kraft, welche das kleinere VoU- 
ellipsoid auf Punkt P ausübt, wobei die Dichte in beiden EUip- 
soiden als dieselbe und konstant angenommen ist, und P und Q 
korrespondierende Punkte der beiden Oberflächen sind. Es sind 
mithin für jedes Anziehungsgesetz die Komponenten der 
Anziehung eines VoUellipsoids auf einen äußeren Punkt 
auf die Kraftkomponenten eines andern Ellipsoids auf 
einen innern Punkt reduzierbar. Darin besteht der 
IvoBYsche Satz: 

Aus dem Iyoby sehen Satze kann man auch den Maglaubik- 
scHen herleiten. Dazu denken wir uns wieder das innere Ellipsoid I 
(vgl. Fig. 63) mit den Halbachsen a, ä, c, und einen äußeren Punkt P 
mit den Koordinaten X, fi, v, in dem die Masse 1/A^ konzentriert 
sei. Legt man dann durch Punkt P ein mit dem Ellipsoid I kon- 
zentrischeSy koaxiales und konfokales Ellipsoid II, mit den Halb- 
achsen cCf ß, y, und bezeichnet die Kraft, welche das Ellipsoid I auf 
den Punkt P in Bichtung der x -Achse ausübt, mit Xj^p, diejenige 
des Ellipsoids 11 auf Punkt Q mit den Koordinaten /, m, n, in dem 
gleichfalls die Masse l/A^ konzentriert sei, in derselben Bichtimg 
genommen mit Xu^q, setzt aber das NEWTONSche Gravitations- 
gesetz voraus, so wird der IvoBYsche Satz, wenn die Dichte o- 
für die beiden Ellipsoide dieselbe ist: 

(9) A'n,g»Xi,p^^ oder: Ji,p = Jii,g Af_, 

wobei: 

die Koordinaten von Punkt Q sind. 
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Da jetzt aber das Newton sehe Gravitationsgesetz die Voraus- 
setzung bildet, so muß die Kraft, welche das äußere EUipsoid auf 
die Punkte P und Q in Richtung der jt -Achse ausübt, proportional den 
x-Koordinaten dieser Punkte sein, da Q und P innere Punkte sind. 
Da / die x-Eoordinate von Q und X diejenige von P ist^ so wird jetzt: 

also: 

(10) x,.p = x„,p-*-*,4. 

Nun liegt aber Punkt P auf dem EUipsoid 11 mit den Halb- 
achsen Uy ßfY, Punkt Q auf dem EUipsoid I mit den Halbachsen 
ayh, Cy und P und Q sind korrespondierende Punkte; ihre x-Koordi- 
naten verhalten sich also wie die Halbachsen der beiden konfokalen 

EUipsoide: 

Z: A = a:a, 

so daß: 

« 

l ^ a 
ist, und folglich wird: 

Das gleiche gilt natürlich auch für ein drittes EUipsoid HI 
mit den Halbachsen a , b\ c\ das mit den ElUpsoiden I und II kon- 
zentrisch, koaxial und konfokal sei und zwischen den beiden ersteren 
EUipsoiden liege. Die Kraft, welche dies EUipsoid auf den Punkt P 
ausübt, ist analog: 

(1 2) Xni, p = Xn, p ^^^ . 

Durch Division von Gleichung (11) und (12) folgt wieder der 
MACLAüBiNsche Satz für den Fall, daß die beiden EUipsoide gleiche 
Masse haben: 

(13) Xi^p : Xxii^p = abc:a V c . 

Aus dem Ivoby sehen Satz läßt sich ein Schluß ziehen, dem 
man früher große Wichtigkeit beimaß. Denkt man sich an SteUe 
der beiden konfokalen ElUpsoide zwei konzentrische Kugeln mit den 
Radien r und q und dem Zentrum 0, so sind korrespondierende Punkte 
jetzt solche, die auf demselben Badius liegen, z. B. die Punkte P 
und Q der :r -Achse in Fig. 64. Da die Anziehung einer Kugel 
aber nur in Richtung des Radius erfolgt, so tritt jetzt an Stelle der 
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Komponente X die Gesamtkraft K und man erhält, da a=ib=sic=s q 
und a ^ ß ^ y =i r ist: 

(14) Zii,g =i:i,p-^ oder: A^p = -^Xii,g . 

Diese Gleichung gilt indes nicht bloß für das Newton sehe 
Gravitationsgesetz, sondern für ein beliebiges Anziehungsgesetz 
der Mechanik überhaupt^ falls nur die Anziehung eine Funktion 
der Entfernung ist. Wir wollen nun annehmen, daß ein Anziehungs- 
gesetz vorliege, nach welchem eine homogene Eugelschale auf einen 
innem Punkt gar keine Anziehung ausübe. In diesem Fall kann 
^n,Q offenbar nicht Tom Kugelradius q abhängen und daher wird, 
eben da man o und damit die Kugelschale beliebig yergrößem kann: 



(15) Kj^p^ Ku^g—-=:z 



C 




wobei C von o unabhängig ist, während es r 
noch enthält. Man kommt also in diesem 
Fall wieder auf das Newton sehe Gravitations- 
gesetz. Dabei ist: 

Setzt man jetzt r = 0, so schrumpft die Kugel I Yig. 64. 

in einen Punkt zusammen. 

Nun soll gezeigt werden, daß das Newton sehe Gesetz besteht^ 
wenn eine homogene Kugelschale auf einen innem Punkt P keine 
Kraft ausübt Gezeigt ist, daß für die Kraft, die eine homogene 
Vollkugel vom Radius r auf einen äußeren Punkt F in der Ent- 
fernung Q vom Zentrum ausübt, das NEWTONsche Gesetz gilt: 

Dies Gesetz, daß die Kraft dem Quadrat von g umgekehrt pro- 
portional ist, gilt, wie klein auch der Radius der Kugel sein möge, 
und folglich auch fär den Punkt als Grenzfall. Damit aber für 
verschwindendes r nicht C gleichfalls verschwinde, muß die Dichte <r, 
indem sich r der Null nähert, ins Unendliche wachsen. 

Von Wichtigkeit ist dieser Satz für die Elektrizitätstheorie, 
Denkt man sich nämlich an Stelle der Masse eine homogene Schicht 
von Elektrizität auf der Kugel ausgebreitet, so findet, da ein Leiter 
vorliegt^ der mit einer homogenen Elektrizitätsschicht bedeckt ist, 
im Innem bekanntlich keine elektrische Wirkung statt, was man 
sehr genau nachweisen kann. Aus dem bewiesenen Satze folgt daher 
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die Gültigkeit des Newton sehen Gesetzes für diesen Fall, yoraus- 
gesetzt, daß man sich auf den Standpunkt der Femwirkungstheorie 
stellt. Auf diese Weise könnte man das CoxTiiOMBsche Gesetz 
strenger beweisen als mittels der Drehwage. 



Zehntes Kapitel. 

Das Potential des ..Laplaceschen Sphäroids''. 

Zum Schluß bestimmen wir noch das Potential des ..Laplace- 
schen' Sphäroids^'. Dazu nehmen wir eine beliebige Kugel I mit 
dem Zentrum und dem Radius Ä als gegeben, und außerdem 
noch eine von einer beliebigen krummen Fläche begrenzte Figur III 
an (vgl. Fig. 65), die nur der einen Bedingung genügen soll, daß sie 
in allen Punkten ihrer Oberfläche unendlich wenig von der Kugel- 
fläche abweicht. Denkt man sich das ganze Innere dieser Figur III 
mit Masse von der gleichförmigen Dichte a kontinuierlich erfüllt, 
so ist damit ein beliebiger, von der Kugelgestalt jedoch nur unendlich 
wenig verschiedener Körper gegeben^ den Laplace ein „Sphäroid" 
nennt. In der theoretischen Astronomie spielen die Sphäroide 
in der Lehre von der Figur der Himmelskörper eine wichtige Rolle, 
da die Himmelskörper streng genommen weder Kugeln noch ab- 
geplattete Rotationsellipsoide, sondern Sphäroide von variabler Dichte 
sind, die Laplace als geschichtete Sphäroide betrachtet, übrigens 

ist die Theorie der Sphäroide auch für die 

theoretische Physik^) von Bedeutung. So 

gibt man z. B. in manchen Untersuchungen 

über Elektrizitätstheorie und Magnetismus 

einem Körper mit Vorteil die Kugelgestalt; 

da aber der Mechaniker eine vollkommene 

Kugel herzustellen nicht imstande ist^ so hat 

man die Abweichungen des gegebenen Körpers 

von der Kugel in Rechnung zu ziehen, iudem 

man ihn als ein Sphäroid betrachtet 

Um das Potential des Laplace sehen Sphäroids zunächst auf 

einen äußeren Punkt P zu berechnen, bezeichnen wir das Potential 

der in der Figur lU, dem Sphäroid, mit der Dichte a verteilten 

^) Vgl. BoLTzvANN, „über einige an meinen Versuchen über die elektro- 
statische Femwirkung dielektrischer Körper anzubringende Korrektionen." 
Wiener Sitzungsberichte, math.-natnrw. Klasse, LXX. Band, zweite Abteilung; 
S. 807—860, § 6. 




Fig. 65. 
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Masse auf Punkt P mit Tm, p (vgl. Fig. 65). Das Potential der 
Kugel I, die ebenfalls mit Masse von der konstanten Dichte g er- 
füllt sei, bezeichnen wir mit Ti, p. Nun ziehen wir die Verbindungs- 
linie von Punkt P mit dem Eugelzentrum, welche die Engel in 
Punkt Q schneide, wobei Q, in Figur 65 nicht auf der Peripherie 
des Ejreises liegt, da dieser nur den Durchschnitt der Kugel mit 
einer Koordinatenebene charakterisiert Der Schnittpunkt der Linie OP 
mit dem Sphäroid sei 8, 



§ 37. Der Laplaoesche Hilfssatz. 

Zunächst beweisen wir einen allgemeinen von Laplage auf- 
gestellten Satz. Dazu konstruieren wir eine zweite Kugel II, deren 
Zentrum o> auf OP liege, die denselben Badius A habe, wie die 
Kugel I, und es sei co «= Q & Da die Kugel EE denselben Badius 
wie die Kugel I hat, so geht sie auch durch Punkt Sy denn es ist: 

ScD^caQ + qS^mQ + mO^A. 

Sei nun () = coP, r ^ OP und die Masse der Kugel II: 



so wird: 



^11, p - y 



da auch die Kugel II mit Masse der Dichte a erfüllt sein soll. 

Um jetzt das Potential Fm^p des Sphäroids zu finden, hat 
man offenbar zu Tu, p noch das Potential aller zwischen den Ober- 
flächen der Kugel 11 und des Sphäroids III befindlichen Massen- 
elemente zu addieren. Das Potential eines solchen Massenelementes dfjL 
auf Punkt P ist dfi/ e, wenn a den Abstand des Elementes dfi von 
Punkt P bezeichnet Integriert man also über den ganzen Zwischen- 
raum (11, ni), so erhält man das Potential dieses Zwischenraumes, 
und mithin wird das Potential des Sphäroids zunächst jedenfalls: 

n,in 

Dabei ist es natürlich möglich, daß das Sphäroid nicht an allen 
Stellen aus der Kugel heraustritt, sondern daß es stellenweise auch 
in sie hineintritt Die Massenelemente, für welche die Oberfläche 
der Kugel U in das Sphäroid III hineintritt, sind dann negativ in 
Rechnung zu bringen, d. h. dfi ist positiv zu nehmen, wenn das 



236 



Erste Abteilung. Das mechanische Potential. 



[§37 



Sphäroid aus der Kugel heraustritt, im andern Fall negativ. Sei 
E die Entfernung des Elementes dfi vom Punkte P, so ist, wenn lU 

den Winkel von (oP mit (odpi, bezeichnet, 

nach Figur 66: 




E = y^* + o^-^2Aq cos xfj. 

Daher wird die erste Form fiir das Poten- 
tial des Sphäroids allgemein: 



(2) 






dfi 

Q^ — 2 ÄQ COB 1p 



Zunächst bestimmen wir den Differen- 
tialquotienten von F, indem wir P um ein 
unendlich kleines Stück in der Richtung 
Fig. 66. P verrückt denken, wobei p um d q, und 

r um dr wächst. Dadurch ändert sich F 
um dF, und da dr = dg ist, da sich r und q nur um das kon- 
stante Stück Ooj unterscheiden, so wird: 



(3) 



dV 
dr 



^ a r ^ _ if __ r dji 
^Q " q' J ypT 



(q — Ä cos tp) 



A^ — 2 Ä Q cos tpy 



eine Gleichung, die für jede Lage von P gültig ist. 

Nun fassen wir den speziellen Fall ins Auge, daß Punkt P auf 
die Oberfläche des Sphäroids selbst rückt, so daß Punkt P mit 
S zusammenfällt Dann wird q = Ä. Die für diese spezielle Voraus- 
setzung, daß P auf der Oberfläche selbst liegt, geltenden Werte von 
F und dF bezeichnen wir durch einen Querstrich. Es wird also: 



oder: 

(4) 



dV 

Tv 






r duA{ \ 
J V(2^«-l 



— cos tp) 



2 A* cos y/)* 



A* 2il"«jj7^„ 



dfjL 
2 cos \p 



wobei aber erst nach der Diffierentiation q =^ A gesetzt werden 
kann ; denn wenn man das vorher täte, so wäre der Ausdruck nicht 
von Q abhängig und änderte sich daher bei einer Änderung von o 
gar nicht. Ebenso wird: 



(5) 



M 

A ^ A 



^ J 1/2 - 2 cos V' 
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Multipliziert man jetzt d Y mit 2 ^, so folgt: 

23f 



2A 



dV 



Ä 



_ j_ r dfi 

^ J Y2 - 2 cos ip 



also durch Addition: 



oder^ da: 



a q A 



ist: 
(6) 



dV ^ dV 



y+2A^^-^ = -in. 



Dies ist der LAPLACEsche Satz. Bei ihm ist r = OP und daher 
tritt die Hilfskugel 11 gar nicht mehr auf, da r nur noch Ton der 
Kugel I abhängig ist Auch dann also, wenn das Sphäroid mit der 
Kugel I oder II zusammenfällt^ ist der LAPLAOEsche Satz noch 
gültig. 



§ 38. Das Potential des Laplacesohen Sphäroids auf einen 

äußeren Punkt. 

Um den Ausdruck für das Potential eines Sphäroids in ausführ- 
licherer Form aufzustellen, wobei nur noch die Kugel I notwendig 
ist, legen wir diese Kugel I zugrunde und außerdem das Sphäroid, 
das wir jetzt mit 11 bezeichnen wollen, dessen Oberfläche von der- 
jenigen der Kugel I nur unendlich wenig abweicht; P sei ein außer- 
halb des Sphäroids oder 
höchstens auf seiner 
Oberfläche gelegener 
Punkt, während der 
Fall, daß P ein innerer 
Punkt sei, zum Schluß 
behandelt werden wird. 

Wir legen nun ein 
rechtwinkliges Koordi- 
natensystem X, 1/j z zu- 
grunde und definieren 
Punkt P durch Polar- 




Fig. 67. 



koordinaten. Dazu sei OP = r und es schneide OP die Kugel in 
Punkt Q\ die x- Achse schneide die Kugel in Punkt C (vgl. Kg. 67), 
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80 daß Q C ein größter Kreis ist; die 2- Achse schneide die Kugel in 
Punkt D. Durch die drei Größen OF = r, ^QOC^&, ^DCQ = (p 
ist dann Punkt P eindeutig bestimmt Setzen wir noch cos & = fi, so 
definieren r, fi, 97 Punkt P als Polarkoordinaten. Nun nehmen wir 
noch einen beliebigen andern Punkt JB auf der Kugel an, wobei 
OB=Ä sei, und bezeichnen seine Polarkoordinaten mit: -^ jB 0C=i9-j, 
'^DCB = (p^, cosiJ-j = jUi- Die Abweichung des Sphäxoids von der 
Kugel betrachten wir als gegeben. Die Linie OJB schneide das 
Sphäroid in Punkt jS^ ; dann ist JB B^ die Abweichung des Sphäroids 
Ton der Kugel, also die Dicke der sphäroidischen Massenschicht 
Diese Größe betrachten wir als Funktion von ju^ und (p^ bestimmt, 
da in der Tat jea^ und tpy^ jeden Punkt der Kugeloberfläche bestimmen. 
Es sei also gegeben: 

BB.^Fißi,, ff,), 

wobei wir diese Dicke als positiv betrachten, wenn das Sphäroid 
ganz außerhalb der Kugel liegt, negativ an denjenigen Stellen, wo 
das Sphäroid in die Kugel hineintritt 

Das Potential des Sphäroids auf Punkt P setzt sich nun wieder 
zusammen aus dem Potential der Kugel I und demjenigen des 
sphäroidischen Zwischenraumes. Das erstere Potential ist wieder: 

y ^ M ^ ^ntrA^ 

Um das zweite Potential zu berechnen, müssen wir ein Massen- 
element dfi des Sphäroides konstruieren. Dazu haben wir zunächst 
nach dem früheren, indem wir 19*^ um dß-, und (p, um d(p, wechseln 
lassen, als Oberflächenelement der Kugel: 

do = Ä* sin i^-j d&, dcp, , 
oder, da: 

sint9-j d&, = — rf/ij 
ist: 

do ^— A^ dfi, d(py^ , 

Das Produkt aus dieser Grundfläche in die Dicke der sphäroidischen 
Schicht BB, ^ F{fi,,<p^) repräsentiert dann ein Yolumelement des 
sphäroidischen Zwischenraums, und da dfi, negativ ist, indem dd-, 
als positiv gerechnet wird, so ist das Volumelement positiv, wenn F 
positiv ist, bei negativem F negativ. Denkt man sich nun das ganze 
Sphäroid mit Masse von der konstanten Dichte a erfllllt, so ist die 
in einem Element der Schicht enthaltene Masse: 

dfi ^ ^ Ä^<T dfi, d(p, Fiji, , ff',) 
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und da ä^(t konstant ist, so ist Ä^a Fiji^,(p^ eine Funktion von /w^ 
und (p^. Da ferner FijJ^i^p^ sehr klein ist, weil die Abweichung 
des Sphäroids von der Eugel überall nur unendlich klein ist, so ist 
auch A^(TF(fjL^,(p^) sehr klein. Setzt man: 

wobei a eine sehr kleine Konstante, fd^i'ijfPi) hingegen endlich ist, 
so wird das Potential eines Massenelementes dfi der sphäroidischen 
Schicht, wenn JBP ^ JE die Entfernung des Elementes dfi von 
Punkt P bezeichnet: 



rfr«- 



»f(f*if9i)<ilHdVi 



E 

Um das Potential aller Massenelemente zu finden, die den ge- 
samten Unterschied zwischen der Eugel und dem Sphäroid aus- 
machen, hat man offenbar über die ganze Eugeloberfläche zu inte- 
grieren, wobei &^ Ton bis n und qp^ von bis 29k läuft Dabei 
wird cos iJ-j = 1 für iJ-j =» und cos t?-^ = — 1 flir i^-^ = n^ so daß jUj von 
+ 1 bis — 1 läuft Das Potential des Sphäroids wird daher auch: 

2« -1 



^-=r-/W 



E 

+1 

oder, da: 

ist, wo L den Winkel von OB mit OP bezeichnet, so wird, wenn 
man cos Z = A setzt: 

2^ 1 

-1 

Dies ist die zweite Form, in der man das Potential eines Sphäroids 

darstellen kann. Für einen innem Punkt ändert sich in diesem 

Ausdruck nur der erste Teil Mj r, während der zweite ungeändert bleibt 

Es ist nun aber: 

1 _ j^ 

wobei r > A ist, wenn P außerhalb des Sphäroids liegt. Durch 
Einführung der Eugelfunktionen eines Arguments P^ (A), oder der 
Eugelfunktionen erster Art, läßt sich dieser Ausdruck bekannt- 
lich in eine Reihe wie folgt entwickeln: 



V^W-'IO 
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oder: 



(8) 



n = 00 



n = ^ ^ 



Ohne weiter auf die Theorie der Kugelfunktionen und die vielen 
merkwürdigen Eigenschaften dieser Funktionen einzugehen^ beweisen 

wir hier nur eine Eigenschaft derselben, die 
wir brauchen. Dazu nehmen wir ein recht- 
winkliges Koordinatensystem an und auf 
der Abszissenachse einen Punkt B in der 
Entfernung Ä vom Koordinaten Ursprung 
(vgl. Fig. 68); und zwar sei OC=r, CB=^ E 
und Punkt C sei gegeben durch die Polar- 
koordinaten r, x% (p, oder durch r, (p und 
cos & = X. Dann ist: 

und es muB IjB die LAPLACESche Differentialgleichung erfQllen, 
so daß: 

41)=» 

ist; oder in Polarkoordinaten (vgl. § 9 Gleichung (5)) : 




Fig. 68. 



(9) 



AR 



dr 



dr 






+ 



sin^ 



(i) 



d& 



Bin^ 



d^ 



0. 



Da aber cos ö* = A, also — sm&d& = dX und l/j& nicht Funktion 
von cp, also: 

_^ii).o 

ist^ 80 fällt das mittlere Glied in letzterer Gleichung fort und dieselbe 
geht über in: 



Ai) 



dr 



oder: 



dr 



- + 



1 



sin^ 



(il 



dX 



dl 



= 0, 



Liü) 



sin^ 



[e) dX 



dr 



+ 



dX dS^ 



Bin & 



dX 



-'-(-sini?-)=0, 
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oder: 



(10) 

Da aber: 



dr 



dr 



+ 



(l - X*) 



dX 



dl 



= 0. 



nsoo 



i-^{^'-«} 



also: 



(i)_ 



»»0 






dr 



n«0 ^ 



,n + 2 



und: 





h'U- 


1 


'^ 3r 




f ^U)l 




d 


-1 Vi^ / 

L dr J 





nss CO 

yrf -(n + l)^* 






n^OO 



br 



ist^ so wird: 



Vi«(« + 1)^,9) + 






[,.- 






ns=0 



Vi«]) 






Da diese Potenzreihe für jedes A und r verschwindet^ so muß jeder 
Koeffizient derselben einzeln verschwinden^ und folgUch wird: 



(11) 



n(n+l)P,(A) + 



(1 - A«) 



bX 



dX 



-^- = 0, 



wobei Pn{^) ein Integral dieser Differentialgleichung^ — d. i. die 
bekannte Differentialgleichung der Kugelfunktionen, — ist, 
das also durch eine Potenzreihe dargestellt . wird. 

Nun führen wir diese Kugelfunktionen erster Art, Fni^, 
die durch eine Reihenentwicklung berechenbar sind, in das Potential 
des Sphäroids ein. Dazu nehmen wir wieder eine Eugel I vom Radius A 
an, die von der x-Achse in Punkt A' und von der z- Achse in Punkt B 
geschnitten werde; P sei ein ganz beliebiger, durch die Polar- 
koordinaten r, d-j (p bestimmter Punkt (vgl. Fig. 69), wobei cos & = (a 
sei. Der Schnittpunkt der Kugel mit der Verbindungslinie OP sei C 
und der Bogen CA' gehöre einem größten Kreis an; Punkt D schließ- 

BuGHHOLK, Angewandte Mathematik. 16 
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lieh sei ein beliebiger Punkt der Engel mit den Koordinaten Ä, ^ij (py 
Der Schnittpunkt der Linie CP mit dem Sphäroid sei C\ so daß CC 

die Abweichung des Sphä- 

^1 ^ roids von der Kugel, oder 

die Dicke der sphäroidischen 
Schicht an der betreffenden 
Stelle bezeichnet Dieselbe 
ist dann für jeden Punkt 
der Kugel durch die Koordi- 
^^t naten fii,(pi des betreffen- 
^'" den Kugelpunktes definiert. 

Betrachten wir nun: 




Fig. 69. 



als gegeben und setzen 
wieder: 



Ä^<yF(ji^,(p^):=^af(fjL^,q){}, 



so wird das Potential des Sphäroids zunächst: 

+ 12» 

(12) r 

-1 



M^ , C C « ^0*1 . 9i) ''^i c^9i 



Bezeichnet nun X den Kosinus des Winkels, der durch den Bogen CD 
gemessen wird, so folgt aus dem sphärischen Dreieck J'Ci>: 

cos L = cos & cos i^-j + sin 0- sin i^-^ cos (qp — qp^) 

oder, da cosi?' = jü, cosi^-^ = jUj ist, auch: 

cos i = i = /UjL4 + y[i — jli*)(l — jttj*)C()S(()P — ^j). 

Die fkitwicklung des Radikales nach Kugelfunktionen aber ergibt: 



»B OO 



|/r« + ^« - 2^ 



n-0 ^ ^ 



Daher wird die dritte Form für das Potential des Sphäroids; 

•f-l 2jc 



(13) 



M 



"*^ 1-10 ) 
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In diesem Ausdruck aber kann man auch nach Laflace die 
Eugelfunktionen zweiter Art einführen^ die gegeben sind durch 
den bekannten Ausdruck: 

+1 2n 

(14) 7,= ?^ j J/'(^^,yjPjX)rf^ a<p, , 

-1 ü 

wobei; 



ist, und T nach der Integration nur noch Funktion von fi und (p 
ist, da jtij und 97^ Integrationsvariable sind. Bei Einführung der 
Kugelfunktionen von zwei Variabein ergibt sich als vierte Form 
für das Potential des Laplaoe sehen Sphäroids: 

(,5) r.^"^\.i^^--r.i^^)]. 

n = 

wobei also 1^ keine Funktion von r mehr ist, sondern bloß von den 
Winkeln fi = cos & und q) abhängt 

Wir wollen jetzt die Annahme machen, daß sich das Spbäroid 
der Kugel immer mehr nähere, bis schließlich Punkt P mit Punkt C 
zusammenfällt, also auf die Oberfläche des Sphäroids rückt. 
Dann wird: 






1 + a ^^' ^^^ 



A^a 



oder, nach dem binomischen Satze entwickelt: 



r A V A^<T ^ "T 

r» A* [ ^'cr ^ '-)' 



um dabei anzudeuten, daß wir erst nach der Differentiation die 
Punkte P und C zusammenfallen lassen, bezeichnen wir den jetzt 
sich ergebenden Wert des Potentials wieder durch einen Querstrich. 
So folgt für das Potential des Sphäroids in diesem speziellen Fall 
die Form: 

A A*a "^^M(2n+1) «r 

also: 



dV M , 2a Mf 



— Ai "T 



^ \ .i»(2n4-l) »)' 



br A^ ' A^a 

n = 

16 
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Nach dem LAPLAOBschen Satz ist aber: 

or A 

Mithin folgt aus: 

da: 
ist: 

womit die Fonktioii f nach Eugelfunktionen zweier Variabehi ent- 
wickelt ist. Indes hat diese Formel keine allgemeine Geltung, da 
sie unter der Voraussetzung abgeleitet ist, daß der angezogene 
Punkt auf der Oberfläche des Sphäroids liegt 



§ 39. Das Potential des Laplacesohen Sphäroids auf einen innem 

Punkt. 

Die bisher gegebenen Entwicklungen gelten nur f&r einen 
äußeren Punkt, wo r'^Ä ist Liegt der Aufpunkt dagegen im 
Innern des Sphäroids, so ist zunächst nach § 10 das Potential der 
Kugel auf einen innem Punkt: 

* Zr 

Das Integral der sphäroidischen Schicht aber ist dasselbe wie zuvor, 
mit dem einzigen Unterschied, daß jetzt r<^, also: 

^ ^-Lfi^JLi + zL^-i 

oder: 

= v/ 



{Ci^«w} 



n-O 

ist. Das Potential des Sphäroids auf einen innem Punkt wird 
daher: 

« = 

oder bei Einführung der Masse der Kugel auch: 
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Mittels aus der Theorie der Eugelfunktionen bekannter Sätze 
läßt sich zunächst der Ausdruck f&r das Potential des Sphäroids 
auf einen äußeren Punkt noch vereinfachen. Nach der Definition ist: 

+1 2n 
-1 

wobei r^ nur eine Funktion Yon fi und q> ist. Die Beziehung für 
die Dicke der sphäroidischen Schicht aber war allgemein: 



n-iGO 



fif^,V) = ^Kif^'V)' 



n«0 



Analog wie f{fi,q>) läßt sich natürlich auch f(ßi,(Pi\} nach Kugel- 
funktionen zweiter Art entwickeln: 



nsoo 



Bezeichnet man hierbei, um Verwechslungen zu vermeiden, die 
Variable, nach der summiert wird, mit m, so wird: 

+1 2n 



00 



(17) K-"^ ^{^.(ft.«Pi)^«W'^/hrfy,}- 

J J ««0 
-1 

Für das Potential des Sphäroids auf einen äußeren Punkt erhält 
man daher zunächst die fünfte Form: 

+1 2n 



'II 



-1 

Für die Eugelfunktionen zweiter Art ist nun aber bekanntlich nach 
Laplaoe: 

2^+1 f für m 4= n I 

ü -1 I2n + 1 «^'^^ j 

Daher wird das Potential des LfAPLACE sehen Sphäroids auf einen 
äußeren Punkt: 

nsOO 2n +1 

„ = ^'' -1 ' 
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schließlich in sechster Form auch: 



«bOD 



n = 

wobei also /a und (p die zwei Polarkoordinaten des Aufpunktes P 
sind, M die Masse der Kugel und T^ zu finden ist, indem man 
f{pL,(p) nach Eugelfunktionen entwickelt, wobei natürlich fifA^q)) 
gegeben sein muß. Ist dabei der Aufpunkt weit entfernt^ so genügt 
es, die ersten Glieder dieser Entwicklung mitzunehmen. Durch 
analoge Betrachtungen ergibt sich da Potential des LAPLACEschen 
Sphäroids auf einen innern Punkt in der Form: 



00 



(20) y;-.f4-J^ + 4««y'| >-^"0^'^) l. 

nssO 



Zweite Abteilung.* 

Höhere Greodäsie. 



Elftes Kapitel 

GrundzOge der klassischen mechanischen Theorie der Gestalt 

der Erde. 

A. Bestlmmnng der Figur der £rde nnd der &rSße ihrer 
Abplattung nach Clairaut und Laplace. 

§ 40. Vorbemerkimg. 

Im folgenden soll zunächst die alte^ klassische Theorie der 
Figur der Erde in ihren Grundzügen kurz entwickelt werden, deren 
Hauptergebnisse im großen und ganzen erhalten bleiben und durch 
die neueren Untersuchungen keine wesentliche Veiünderung erfahren 
haben. 

Der erste, der die Gestalt der Erde vom Standpunkt der Gravi- 
tationsmechanik aus erfolgreich untersucht hat, war Newton selbst 
Im dritten Buche seiner Prinzipien^) (propositions 18, 19, 20) be- 
stimmte er im Jahre 1687 das Achsenverhältnis der Erde durch 
die Annahme, daß ein Rotationsellipsoid Gleichgewichtsfigur einer 
homogenen rotierenden flüssigen Masse ist, die sich mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit dreht, eine Voraussetzung, die durch Maclaubin 
kurze Zeit darauf ihre volle Bestätigung fand (vgl. § 50 b). über 
Nev^tons Hauptwerk, die Prinzipien, schreibt Laplace im Jahre 
1823 in der Connaissance des Temps: „Cet admirable Ouvrage 



^) Principles of Natural Philosophie usw. 
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contient les gennes de toutes les grandes d^couvertes qui ont 6t^ 
faites depuis Bur le sjstöme du monde: Thistoire de leur d^veloppe- 
ment par les successeurs de ce grand g^om^tre serait k la fois le plus 
utile commentaire de son Ouvrage, et le meilleur guide pour arriver 
k de nouvelles döcouvertes." 

Die Newton sehe BestimmuDg der Gestalt der Erde giog indes 
über eine bloße Annäherung nicht hinaus. Der erste, der die Theorie 
der Figur der Erde vom Standpunkt der Gravitationsmechanik aus 
vollständig entwickelte und zu Ergebnissen gelangte, deren Richtig- 
keit im großen und ganzen durch die neueren Untersuchungen 
nicht in Frage gestellt wird^ ist der große französische Mathe- 
matiker Claibaüt, der im Jahre 1743 sein berühmtes Werk: 
„Theorie de la figure de la terre tir^e des principes de l'hjdro- 
statique^^ yeröffentlichte. Dies Werk, das nur in Einzeldeduktionen 
veraltet ist, zeichnet sich durch einen großen Reichtum anschau- 
licher Figuren aus, und sein Studium ist für den, der diese 
Fragen in ihrer Entwicklung zu verfolgen bestrebt ist, besonders 
lehrreich. 

An der weiteren Entwicklung der Lösung des Problems, die 
Figur der £>de zu bestimmeui haben sich bekanntlich die ver- 
schiedensten französischen Mathematiker der klassischen Epoche 
beteiligt, Laplace aber hat den Endergebnissen dieser Forschungen 
im zweiten Bande seiner M^canique Celeste hinsichtlich der ana- 
lytischen Ableitung den vollendeten Abschluß gegeben. Eine kritische 
historische Übersicht schließlich über alle, die Theorie der Figur 
der EIrde betreffenden älteren Arbeiten hat im Jahre 1878 der aus- 
gezeichnete englische Mathematiker Todhunteb in seiner „History 
of the Mathematical Theories of Attraction and the Figure of the 
Earth^' gegeben. Das Studium dieses Werkes setzt zwar die Kenntnis 
der einschlägigen Literatur zum größten Teil wenigstens voraus, 
bietet aber denjenigen Mathematikern, die ihr Interesse auf die 
mathematische Mechanik konzentrieren, eine reiche Quelle be- 
sonderer Anregung. Im ersten Bande seines Werkes auf Seite 229 
bemerkt Todhuntbe hinsichtlich Claieauts: „Bezüglich der Figur 
der Erde hat niemand soviel geleistet als Glatbatit und inhaltlich 
gilt das von ihm Aufgestellte im großen und ganzen noch heute, 
wenn auch die Fassung eine andere geworden ist. Die glänzende 
Analyse, die Laplacb gab^ bedeutet eine elegantere Ableitung, 
änderte indes keineswegs die Theorie, die aus den schöpferischen 
Händen Clairaüts hervorgegangen war." 
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§ 41. Bestunmimg des Potentials des dreiachsigen EUipsoids 

mittels des Gauss sehen Saties. 

Als Einleitung der folgenden Übersicht über die Hauptergebnisse 
der Untersuchungen von Claücattt und Laplace über die Figur der 
Erde, wollen wir das Potential eines EUipsoids, das in der ersten 
Abteilung auf dem historischen Wege durch sehr weitführende Eni» 
Wicklungen erhalten wurde, noch einmal in der kurzen, eleganten 
Weise ableiten, die der französische Mathematiker Bobsioües in 
der Correspondence sur TEcole Polytechnique, tomelll, pag. 361 — 885 
behandelt hat. Dieselbe gründet sich auf den in Abteilung I von 
uns bewiesenen Gauss sehen Satz: wenn C ein beliebiger Punkt des 
Baumes, und P ein Punkt auf einer geschlossenen Oberfläche T 
ist, wenn femer Cf ^ R and PQ die in Punkt P errichtete äußere 
Normale, d o das Oberflächenelement der Fläche T in Punkt P und q> 
den Winkel CPQ bezeichnet, dann ist das Integral: 

0, wenn C ein äußerer Punkt ist. 



/ do C08 g> __ I ^9 



wenn C ein innerer Punkt ist^ 



wobei in Punkt C die Masse /a = 1 konzentriert gedacht ist und 
rechts das negative Vorzeichen im Gegensatz zu Gleichung (8) von 
§ 13 a steht, weil jetzt die Normale nach außen gerichtet ist 

Sind nun /) g, h die Koordinaten eines beliebigen Punktes, und 
a, i, c die Halbachsen eines Ellipsoids, so gelangt man TOm ur- 
sprünglichen zu einem unendlich benachbarten kon fokalen Ellipsoid, 
wenn die Inkremente der drei Halbachsen Sa^ Sb, 3 c so beschaffen 
sind, daß: 

aSa^bSb^cSc^ const ^ ^3u 

ist Denn wenn die Gleichung des ursprünglichen Ellipsoids: 



ap* , y* . »• 



a^ ^ b^ ^ e* 

ist, SO ist nach § 29 die Gleichung eines konfokalen Ellipsoids: 



Bezeichnen wir die Zuwächse Yon a^, ä*, c* bezüglich mit 3a^, 
Sb^, Sc*, 80 würde sein: 

Sa^^Sb^^Sc^^l, 



250 Zweite Abteilung. Höhere Geodäsie. [§ 41 

also differentiiert: 

Allgemein ist nun das räumliche Potential, also auch das ge- 
suchte Potential eines EUipsoids: 

WO! 

ist Dies Integral transformieren wir durch Einführung der ellip- 
tischen Polarkoordinaten: 

X ^ ar cos & , 

y — brsmd- cos ip , 

z = c r sin i9- sin y . 

In Abteilung I, § 11 wurde nun aber für ein Massenelement, aus- 
gedrückt in sphärischen Koordinaten, allgemein der folgende Ausdruck 
gefunden, indem wir jetzt zur Abkürzung die Yolumdichte <r » 1 

setzen: 

dr ^ dxdydz =^ r^ sin & dcp d& dr . 

Bei obiger Substitution erhält dieser Ausdruck noch den Faktor abc 
und daher wird Gleichung (1): 

r*8in^ d<pd&dr 



=Xf/ 



abe JJJ R 

000 



Durch Variation dieses Wertes gelangt man vom ursprünglich ge- 
gebenen Ellipsoid I zu einem unendlich benachbarten kon fokalen 
Ellipsoid U: 



2jI JK 1 



000 

Die Variation von x wird: 

Sx = r cos %)• da 
oder, da: 



ist: 



r cos ß- ^ - , a8a = \Su 



^ xa d a ., X ^ 

d X = — -r— = 1 — - d w , 



Mithin ist: 
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Femer wird, da nach der YariationsrechniiDg (ygL § 56) z. B.: 

ist: 

\^) R y (^- /O* + (y - ^)* + (« - Ä)* 

oder, im Hinblick auf die Gleichungen (3): 

Setzt man znr Abkürzung: 

80 wird Gleichung (2): 



000 



wobei das Integral über das Volumen des ganzen EUlipsoids zu er- 
strecken ist. Betrachtet man nun die Schale, die begrenzt ist von 
zwei unendlich benachbarten ähnlichen ellipsoidischen Oberflächen 
mit den Halbachsen ra, rb, rc und (r + dr)ay (r + dr)bj (r + dr)c, 
so erfüllen, wenn x, y, z ein Punkt auf dem ersten EUipsoid ist^ 
seine Koordinaten die Gleichung: 

a* ^ 6« ^ c» 

Errichtet man in Punkt x, y, z eine Normale und bringt dieselbe 
mit dem unendlich benachbarten EUipsoid zum Schnitt, so sind, 
wenn A, ju, v die ßichtungskosinus dieser Normalen mit den Koordi- 
natenachsen bezeichnen, die Koordinaten eines laufenden Punktes 
der Normalen, wenn n den Abstand des laufenden Punktes bedeutet: 

| = ar+ni, fj=^y + nfi, ^=z + nv. 

Die Koordinaten des genannten Schnittpuaktes sind also, wenn e 
die Dicke der Schale bezeichnet: 

| = x + Ä6, «?=y4-/tA€, C=Z + V9. 

I 

Mithin müssen die Koordinaten des Schnittpunktes der Normalen 
mit dem EUipsoid r + dr die Gleichung erfüllen: 
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Quadriert man aus, vernachlässigt die Glieder zweiter Ordnung und 
subtrahiert die so erhaltene Gleichung von der Gleichung des 
ursprünglichen Ellipsoids, so folgt: 

Bekanntlich ist nun^ wenn eine beliebige Fläche f[x, y^ z)=^Q 
vorliegt, der Bichtungskosinus der in einem beliebigen Punkt der 
Fläche errichteten Normalen mit der ;r- Achse: 

cos (n, X) = 



und analog für y und z. Jet^t^ wo das EUipsoid diese Fläche ist: 



wird also: 



^»(-jr+w+iTr--». 



cos (n, ar) = Ä =s 



X 



und somit: 



U* "*" ** "^ >/ 



Multipliziert man diese drei GleichnDgen bezüglich mit A, ju, v und 
addiert sie, so folgt im Hinblick auf (4 a): 

oder, da: 

A« + 11^2 + I,« = 1 

ist, nach Multiplikation mit Ae: 

oder mit Hinblick auf die Gleichung Air x\a^y — die Gleichungen 
f&r y und z folgen analog: 

Bezeichnet nun cfo ein Oberflächenelement des ursprünglichen 
EllipsoidSy also tdo ein Volumelement der Schale, die von den 
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ellipsoidischen Oberflächen r und r + dr begrenzt ist, 8o wird der 
Ausdruck unter dem Integralzeichen in G-leichung (4), bei Eünf&hning 
dieser neuen Definition des Volumelementes dr als unendlich 
niedriger Zylinder von der Basis do und der Höhe c: 

sN 






1 do\x-f..y'-g ,»-ä \ , 
1 do cos q> j 

wobei also (p der Winkel zwischen der in Punkt x^ y, z nach außen 
errichteten Normalen und der Geraden ist, welche nach dem Punkt 
f» 9y * gezogen ist Gleichung (4) wird also : 

wobei die Integration bezüglich do sich über die ganze Oberfläche 
des Ellipsoids mit den Halbachsen roy rb, rc erstreckt. 

Nach dem Gauss sehen Satz folgt somit, we^n Punkt fy g^h 
außerhalb des E^psoids liegt: 

also: 

— i— = const , 

folglich ist auch, wenn M die Masse des Ellipsoids bezeichnet: 

-TT- = const. 

Das Verhältnis V: M ist also unabhängig von der Länge der Halb- 
achsen üy b, € und nur abhängig von der Exzentrizität des Ellip- 
soids, mit anderen Worten: die Potentiale konfokaler Ellip- 
soide von der gleichen Dichte auf einen äußeren Punkt 
verhalten sich wie ihre Massen. In der ersten Abteilung wurde 
dies Theorem, der MACLAüBiNsche Satz, auf anderem Wege ge- 
wonnen. 

Auf Grund von Gleichung (5) ergibt sich der in Abteilung I 
auf dem historischen Weg durch weitläufige Entwicklungen gefundene 
Ausdruck für das Potential eines Ellipsoids auf einen innern 
Punkt f, ff, h direkt mittels des Gauss sehen Satzes. Nach demselben 
¥rird jetzt Gleichung (5): 



\ abc ) abc J 
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wobei die Integration über alle Schalen^ mit Ausnahme der durch 
den Punkt f^g^ h gehenden, zu erstrecken ist, also von r ^ / bis 
r =s 1, und wobei: 

a» ^ 6» ^ ö« 

ist. So folgt: 

Die rechte Seite dieser Gleichung also repräsentiert den Zuwachs 
der gesuchten Funktion F:abc, der dadurch entsteht, daß man vom 
Ellipsoid I mit den Halbachsen a, b, c übergeht zu dem unendlich 
benachbarten konfokalen Ellipsoid U mit den Halbachsen a + Sa^ 
ö + db, c + Sc, wobei: 

aSa=ibSb:=^cSc=s^Su^ const. 
ist Wenn man nun: 

setzt, so kann man u als willkürliche Variable betrachten, Ton der 
F abhängig ist, und erhält: 

J-l L_ 1 

^ ^_ f r , 9' . h^ _ i\ . 

Setzt man zur Abkürzung noch: 

(6) [(«• + «)(/?* + w)(y* + tt)]V. = (2 

und integriert letzteren Ausdruck von t< =: bis t< =s oo, so folgt, 
da F: M t^ u ^ OD verschwindet, der aus Abteilung I bereits be- 
kannte Ausdruck f&r das Potential eines dreiachsigen Eillipsoids auf 
einen innern Punkt mit den Koordinaten f, ff, h: 



CO 





wobei die Dichte des Ellipsoids ö" = 1 vorausgesetzt ist 

Schreibt man in dieser Formel a, J, c an Stelle von a, ß, y, 
ferner x, y, z statt /, g^ h und bezeichnet die Dichte mit o-, so erhält 
man wieder den in § 83 Gleichung (9) bereits gefundenen Ausdruck: 

/ ^^naabcl ^ — ^ '—du. 

^(0" + f*) (6* + u) (c« + ü) 
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§ 42. Das Potential des nahesu sphärischen Ellipsoids oder 
Spharoids anf einen innem und auf einen äußeren Punkt. 

Mittels Gleichung (7) von § 41 wollen wir nun zunächst den 
Ausdruck f&r das Potential eines nahezu sphärischen Ellipsoids mit 
den Halbachsen: 

auf einen innem und auf einen äußeren Punkt bestimmen, wo 
6j, Cg, ^ so kleine Größen sein sollen, daß man ihre Quadrate ver- 
nachlässigen kann und wobei «^ + £3 + 83 == sei. Die Quadrate 
der Halbachsen dieser Figur, die wir kurz als ^^Sphäroid'' be- 
zeichnen wollen (die also kein ,,LAPLAGESche8 Sphäroid^' ist, wie es 
im letzten Kapitel der ersten Abteilung behandelt wurde), sind mithin: 

Der gesuchte Potentialausdruck bildet den Ausgangspunkt der 
Clajbaut-Laplace sehen Theorie zur Bestimmung der Figur der Erde. 
Setzt man k^ + u ^ u, so geht zunächst Gleichung (6) Ton § 41 
über in: 

oder: 

Q^ = tt'« + «*'*(«! + ^ + «3) + tt'(«i «2 + «1 «8 + ^ «8 + «1 «2 «s) 

oder, da nach der Voraussetzung c^ -f- c^ 4- €, « ist, bei Vernach- 
lässigung von Gliedern höherer Ordnung: 

(1) «=«'f. 

Aus dem Ausdruck für die Masse des Ellipsoids, die Dichte gleich 1 

vorausgesetzt: 

jlf = I nabc 

aber folgt bei den gemachten Voraussetzungen: 

Durch Einsetzen dieser speziellen Werte geht, der Ausdruck (7) 
§ 41 für das Potential des dreiachsigen Ellipsoids auf einen innern 
Punkt zunächst über in: 

(2) r» li/fA«: 1 1 _ -,(1 X J^l , 

wobei das Integral zu erstrecken ist von u = P bis u' = oo. Da 

r+^* + A* = r* 
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ist^ wird also das gesuchte Potential des Sphäroids auf einen innem 
Punkt: 05 



^-*«/-!ii>-v+ 



«'« 






oder bei Ausführung der Integration: 

oder definitiv: 

Mit Hilfe dieses Ausdrucks kann man das Potential auf einen 
äußeren Punkt finden. Wenn der innere Punkt sich der Oberfläche 
des Sphäroids mehr und mehr nähert und sie schließlich passiert, 
so erfüllen seine Koordinaten in diesem Moment die G-leichung: 

f' 4- ^' 4. ^' « 1 



Nun ist aber genügend genau: 



analog: 



also: 



oder: 






r« « Ä* + 



«1 /■* + «« .</* + », Ä« 



ifc» 
Es wird daher: 

(t)' - (' + - ^ " -;--^r 

Durch Subtraktion folgt: 

und mithin wird die Summe der zwei ersten Elammerglieder der 
rechten Seite von Gleichung (3), wenn der Aufpunkt auf der Ober- 
fläche des Sphäroids liegt: 

1 r* 1 
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das Potential für diesen Fall also: 

(5) r= ^{1 + ,3^iLC±iif:+i._*V} . 

Sei nun das Sphäroid, auf das sich Gleichung (5) bezieht, E, 
seine Masse M und R der Punkt mit den Coordinaten /) g, h auf 
seiner Oberfläche; ein mit diesem ersteren kon fokal es, innerhalb 
von E gelegenes Sphäroid sei E\ seine Masse M' und seine Halb- 
achsenquadrate: 

^1 "r *1 > ^1 4" *2 * ^1 4" ^8 » 

und schließlich sei sein Potential auf Punkt R gleich F\ Dann ist 
nach Laplaces Satz, daß sich die Potentiale konfokaler dreiachsiger 
Elllipsoide von gleicher Dichte verhalten wie die Massen der EUip- 
soide, da dieser Satz auch noch für den Fall, daß der Aufpunkt 
auf die Oberfläche rückt, gilt, und ebenfalls bei der zuvor gemachten 
speziellen Voraussetzung über die Halbachsen, d.h. für ein Sphäroid 
seine Gültigkeit behält: 

r.M' ^ r.M. 

Aus diesem Grunde kann man in Gleichung (5) V und M' durch 
r und M ersetzen und erhält für das Potential des Sphäroids auf 
einen äußeren Punkt den Ausdruck: 

(6) r^^'jl+A '*^"' '•/•"■ -'}• 

Den Beweis, daß dies in der Tat der Ausdruck für das Potential 
des Sphäroids auf einen äußeren Punkt ist, kann man aber noch 
auf einem anderen Wege geben, indem man von dem nach Eugel- 
funktionen entwickelten Ausdruck für das Potential eines drei- 
achsigen EUipsoids ausgeht und zeigt, daß derselbe unter der 
gemachten speziellen Voraussetzung über die Halbachsen, nach 
denen das EUipsoid ein sphärisches wird, auf Gleichung (6) führt. 
Damit ist dann zugleich erwiesen, daß die Voraussetzung, unter 
der Gleichung (6) gewonnen wurde, nämlich daß der LAPLAOEsche 
Satz auch in dem Fall noch gilt, wenn der Aufpunkt auf die Ober- 
fläche selbst rückt, was bei seiner Ableitung nicht bewiesen wurde, 
tatsächlich richtig ist. 

Bezeichnen a, b, c die Halbachsen eines beliebigen EUipsoids 

und sei: 

<jj = Ä« - c*, ^5 = c» - a», ej = a* - ^*, 

so kann man das Potential des dreiachsigen EUipsoids auf 

BuoHHOLE, Angewandt« Mufhematik. 1*7 
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[§42 



einen äußeren Punkt durch die folgende^ in der theoretischen 
Astronomie gebrauchte Kugelfunktionenentwicklung ausdrücken^): 



(7) 



r= — — 



M 



15r» 

SM 
35 r* 

M 



\P:e\e\ + P':e\e\+P-e\e\\ 






wo P\ P", P'" — das sind die Kugelfunktionen erster Art, gebildet 
für den speziellen Richtungskosinus von r gegen die jt-, y-, z-Achse — 
gegeben sind durch die bekannten Entwicklungen: 

^4 = 4^!m*--^-^v+ '•' 



2.4 



2.4 



2.4 



^e =" TTre ^ - 2:4.6 "^^ " T.4.6 "^^ - 2T4T 



6 



usw. 



Beschränkt man sich auf Glieder zweiter Ordnung, so wird das 
Potential: 

(8) r = ^ - -j^,- {P, (.; - el) + P'' {e\ - .J) + P- {e\ - e\i . 

Seien nun wieder, um auf das Sphäroid zu kommen, die Quadrate 
der Halbachsen: 

a» = Ä* + «j , ^« = Ä« + 63 , c2 = Ä» + 63, 
so daß im Hinblick auf die Definitionsgleichungen für die e folgt: 



b* - c2 = «2 - «3 



e 



1 » 



c« - a^ = €3 - Cj = cj , 



Dann wird also: 



«3 _ ^2 __ g^ _ g^ _. 



<»: 



«-'i - «» - «3 + «3 - 2«i , 






oder da nach der Definition der s: 






«j + «3 =• - «1 
ist: 






(9) el-el=-3e,, e', - e\ 3e,, e] 


— e' — 


-3«,. 



') Die aasführliche Ableitung dieses, hier nur für den folgenden Beweis 
gebrauchten und deshalb vorausgesetzten Ausdrucks vgl. Philosophical Magazine, 
Dezember 1877. 
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Setzt man schlieBlicb in: 

die Richtungekosinns von r mit den drei Achsen fjr, gjr, hfr ein, 
80 folgt: 



(10) 






Durch Substitution der Werte (9) und (10) in Gleichung (8) ergibt 
sich wieder Gleichung (6): 



r=jif{l + ,v?L/l±-'Lf_'±±*'} 



die also in der Tat das Potential des Sphuroids auf einen äußeren 
Punkt bezeichnet. 



§ 43. Dia Clairautsohe Form for das Potential des homogenen 
und des inhomogenen abgeplatteten Sphäroids. 

a) Das Potential des abgeplatteten Sphäroids von kon- 
stanter Dichte. 

Wir wollen nun den Ausdruck für das Potential eines ab- 
geplatteten Sphäroids ableiten und damit den Übergang auf 
Clalraüts Theorie für die Figur der Erde machen. 

Es seien dazu die Halbachsen einer Ellipse: 

a^e{\+\e), * = c(l - f ^), 
deren Quadrate also bei Vernachlässigung der zweiten Ordnung: 

sind. Die durch Rotation dieser nahezu kreisförmigen Ellipse um 
die kleine Halbachse entstehende Figur wollen wir ein abgeplattetes 
Sphäroid nennen. Sind r und & die Polarkoordinaten eines be- 
liebigen Punktes der Erzeugungskurve, wobei i^ der Winkel zwischen r 
und der kleinen Halbachse sei, so wird ihre Gleichung: 

r" sin ^ r* cos* d- - 



c«(l +1«) • cMl- Je) 
oder, wenn man cos & = fi setzt: 

r»{(l - ^i*){l - t«) + At»(l + le)\ = c»(l + I e)(l - ^e). 



17 
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Bei VerDacblässigung der zweiten Ordnung von e geht diese Gleichung 
über in: 

r{l-|e(2-3,u»)}V = c(l-H''- 
Entwickelt man die rechte Seite nach dem binomischen Satze und 
vernachlässigt Glieder zweiter Ordnung in e, so folgt: 



c 
r = 



(-t) 



1_ ±(2-3/»«) 



oder innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze: 

oder definitiv: 

(1) r = cjl+«(i-/t«)|. 

Durch Eotation dieser Kurve um die kleine Halbachse entsteht ein 
Sphäroid, dessen Masse: 

ist, wobei die Volumdichte rr = 1, c ein mittlerer Radius der Ober- 
Häche und die Elliptizität e das Verhältnis der Halbachsen- 
differenz zu c ist. 

Um das Potential dieses abgeplatteten Sphäroids auf einen 
innern Punkt zu erhalten, hat man offenbar bloß in Gleichung (3) § 42 : 

ZU setzen und erhält, wenn r die Entfernung des Aufpunktes vom 
Mittelpunkt bezeichnet: 

oder, da nach dem früheren: 

/^ + //* = r* — /i* , Ä = r cos i'/- = rfjL 
ist, definitiv: 

(3) 77, = 2ni^c'- -^) + j7i^r«(J - f,^. 

Um das Potential auf einen äußeren Punkt zu erhalten, braucht 
man bloß die Werte (2) in Gleichung (6) § 42 einzuflihren und erhält: 

^^0 - 3 V3 -1- - ,.6 j» 

oder definitiv: 

(4) • /7„='»;^^ + --'--^(j-^«). 
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Denkt man sich nun eine Schale^ deren innere Oberfläche ein 
Sphäroid von den Elementen c und e^ deren äußere Oberfläche also 
ein unendlich benachbartes Sphäroid von den Elementen c + de 
und e -{- de ist, und sei e eine Funktion von c, so daß: 

de = -r;—dc 
de 

ist, dann ist das Potential dieser Schale auf einen 

Innern Punkt: n[ = — ^ - de , 

äußeren Punkt: /7'=^rfc, 

** de 

falls die Dichte der Schicht gleich 1 ist; ist die Dichte a, so ist das 
Potential auf einen 

(5) innern Punkt: 77,' ^ a—^—dc, 

(6) äußeren Punkt: H'^^a^^dc. 



b) Das Potential des abgeplatteten, aus homogenen kon- 
zentrischen Schichten gebildeten Sphäroids, deren Dichte 
und Elliptizität mit ihrer Entfernung vom Zentrum 

variiert 

Nun gehen wir einen Schritt weiter und betrachten ein ab- 
geplattetes Sphäroid von ungleichförmiger Dichte, für das wir jedoch 
voraussetzen, daß es sich aus lauter konzentrischen und koaxialen 
sphäroidischen Schichten von konstanter Dichte zusammensetzt. 
Macht man dann, wie wir das später tun werden, noch eine plausible 
Annahme über die Art und Weise, wie sich die Dichte vom Zentrum 
zur Peripherie verändert, d. h. setzt man das LAPLAOEsche Dichtig- 
keitsgesetz voraus, so ist damit der Übergang auf die in der Natur 
stattfindenden Verhältnisse bei der Erde insoweit, als dieselben bei 
Voraussetzung eines starren Erdkörpers dem mathematischen Kalkül 
unterworfen werden können, gemacht. 

Die Elliptizität e der Oberfläche und die Dichte a be- 
trachten wir nun als Funktionen von c. So betrachtet erscheint 
das Sphäroid gebildet aus lauter homogenen sphäroidischen 
Schalen, deren Elliptizität und Dichte Funktionen von c sind. 
Die äußere Oberfläche des Sphäroids wollen wir durch oben 
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akzentuierte Buchstaben c und e' bezeichnen und einen beliebigen 
Punkt P im Innern des Sphäroids annehmen, der auf einer 
sphäroidischen Fläche liegt, deren Elemente c, und t^ seien; die 
Polarkoordinaten von P seien r und cos & ^ n^ Um das Potential 
dieses inhomogenen abgeplatteten Sphäroids zu finden, verfahren 
wir wie folgt. 

Wir integrieren zunächst den zuvor gefundenen Ausdruck (6) 
§ 43 a für das Potential einer sphäroidischen Schale auf einen 
äußeren Punkt zwischen den Grenzen und c, und erhalten da- 
durch das Potential von allen, Punkt P nicht enthaltenden Schalen 
auf Punkt P: 



Integriert man ferner den Ausdruck (5) § 43 a für das Poten- 
tial einer sphäroidischen Schale auf einen innem Punkt zwischen 
den Grenzen c, und c, so erhält man das Potential der sämtlichen, 
Punkt P einschließenden Schalen auf Punkt P: 



r^-ja'^äc. 



C, 



Das gesuchte Potential des ganzen Sphäroids ist mithin: 

c, c' 

/ = I G—r^ac + I G--r-^dc, 
J de J de 

c. 

Setzt man jetzt an Stelle von: 

1^ und ^ 

de de 

ihre durch Differentiation der Gleichungen (3) und (4) § 43 a sich 
ergebenden Werte, so folgt zunächst: 



(1) 



e, t. 



r- i^/^rc'rfc + >-Ja - /i^l/er/^C^oVc 







+ 47r I 0-crfc + ^nT^[\ — ^*) j G-^dc, 

c, e. 



Unter Vernachlässigung von Gliedern zweiter Ordnung geben 
nun aber die binomischen Entwicklungen: 
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r» = c,»{l +e,(^- f,*)\* = c,»{l + 2e,(^ - ^^j}, 
l,..i_{l_3.,(J-/i»)}. 

Durch Einsetzen dieser Werte geht Gleichung (1) zunächst 
über in: . 

0. J e, J 



(2) 



C, 










de j 
de 



e, 



«. 



+ 'T-^>'i^->^i^-^^'i^')yrJ'^- 



e. 



Offenbar ist nun aber: 



Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung ist bereits klein, 
weil es den Faktor e, enthält; das zweite Glied ist deshalb klein, 
weil die auf dem ganzen Integrationswege sehr kleine Größe e als 
Faktor unter dem Integralzeichen auftritt; e aber ist klein, da nach 
der Voraussetzung die Flächen gleicher Dichte nahezu Kugeln sind. 
In Gleichung (2] treten zudem die Glieder Ton (3) noch mit e, mul- 
tipliziert auf, sind also zweiter Ordnung; sie können deshalb im 
Hinblick auf die vorgesetzte Genauigkeitsgrenze fortgelassen werden. 
Das gleiche gilt von: 



c- er 

/de , , r dffj 



c, 



c. 



Der Ausdruck für das gesuchte Potential des inhomogenen, 
abgeplatteten Sphäroids auf einen durch c, und jct bestimmten, 
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also im Innern oder auf der Oberfläche liegenden Punkt (da 
c,\^c ist), wird daher: 

c. <f 

(4) r= ^^f(Tc^dc + 47if(Tcdc + 4n{^-fi^U, 

' e, 

wobei: 

e. 

ist 



§ 44. Die allgemeine Clairautsolie Oleichgewichtsbedingung für 
das rotierende, flüssige Spharoid von ungleichförmiger Sichte. 

Ohne zunächst ein bestimmtes Gesetz für die Dichte anzunehmen, 
wollen wir dieselbe, wie schon oben, der Bedingung unterworfen denken, 
daß die Oberflächen gleicher Dichte konzentrische koaxiale Sphäroide 
zur Oberfläche des ganzen Körpers sind und nun unter dieser Voraus- 
setzung die Bedingung aufsuchen, unter der diese Figur eine 
Gleichgewichts figur ist. Die Flächen gleicher Dichte sind in 
diesem Fall auch Flächen gleichen Druckes^ wie bei Behandlung der 
Erde als Gleichgewichtsfigur in Abteilung B dieses Kapitels gezeigt ist. 

Bezeichnet <t die Dichte einer inkompressibeln Flüssigkeit und 
p den auf ihr lastenden Druck, so ist die Gleichung einer Fläche 
gleichen Druckes und gleicher Dichte, mit anderen Worten die all- 
gemeine Bediugung einer Gleichgewich tsflgur, wenn man die Ein- 
heiten so annimmt, daß die Gravitationskonstante P = l wird [vgl. 
Gleichung (4) § 49 b]: 

(1) / V = ^> Y (^' + ^') = ''^^'^- = ® ' 

wobei CD die Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Masse ist und 
X, y, z die Koordinaten eines Oberflächenpunktes bezeichnen, während 
F eine Funktion dieser Koordinaten ist 

GleichuDg(l) transformieren wir nun, indem wir den Winkel i9 
des Radiusvektors r mit der Rotationsachse des Sphäroids einführen. 
Bedeutet r, den senkrechten Abstand eines durch die Polarkoordi- 
naten r und d' definierten beliebigen Oberflächenpunktes des Sphä- 
roids, so folgt aus der Anschauung: 

r, =: r sin iV- , 
also: 

a:^ + y2 _. ,.2 sin* i^" = r*(l — cos^ &). 



§ 44] £1ftes Kapitel. Grundzüge der mechaniflcben Theorie usw. 265 

Setzt man wie zuvor zur Abkürzung cos & =s fi^ so wird die all- 
gemeine Bedingung der Gleichgewichtsfigur: 

0=r+^^'r^(l-/.«) 

oder auch: 

(2) 0= F+^r^io^ + ^r^a>\^-fjL^. 

In diese Gleichung haben wir nun an Stelle von F das Poten- 
tial (4) § 43b eines Sphäroids von ungleichförmiger Dichte, das sich 
aus lauter konzentrischen, koaxialen, sphäroidischen Schichten von 
konstanter Dichte zusammensetzt, einzuführen^ wobei offenbar, um 
in Übereinstimmung mit der zuvor gebrauchten Bezeichnungsweise zu 
bleiben, r durch c, in Gleichung (2] zu ersetzen ist,^) und Größen 
zweiter Ordnung als klein vernachlässigt werden. Das Ergebnis 
dieser Substitution ist direkt: 

(3) f^^y-^ ^^Cav^dc + An{ncdc + l c,^ oi^ + {\ - ^i^) Ü =- 0, 

' e, 

wobei zur Abkürzung: 

(3a) ß= 4nU+^c,^a)^ 

gesetzt und U wie zuvor: 

Ü C 

ist. 

In der Gleichung (8) darf nun aber ju nicht mehr vorkommen; denn 
wir fragen jetzt, ob das Sphäroid von der Gleichung r = c, Fläche 
gleichen Druckes ist. Daher ist in der früheren Gleichung: 

jetzt tf = und mithin wir^ fl = 0, also Gleichung (3 b): 

e. C 

(4) C^==.y'-CfTc'dc + 4nffTcdc+ ,lr,2(»2, 

während aus Gleichung (3 a) mit Hinblick auf (3 b) für verschwin- 
dendes ii die Bedingung folgt: 

e. c, ff 



») Die ausführliche Begründung vgl. S. 463, „Nachtrag zu § 44". 



266 Zweite Abteilung. Höhere Geodäsie. [§ 44 

Claisaut transformiert diese^ Yon ihm zuerst aufgestellte Gleichung, 
welche die Bedingung für das Gleichgewicht unseres Sphäroids dar- 
stellt, da dieselbe e unter dem Integralzeichen enthält, was der 
weiteren Untersuchung hinderlich wäre, wie folgt 

Zunächst läßt er die Akzente an c und e, welche die spezielle 
Oberfläche, bezüglich deren das Potential gegeben war, definieren, 
fort und multipliziert Gleichung (5) mit c\ Da die Dififerentiation 
eines Integrals: 

Jf{x)dz = y 
nach der unteren bezüglich oberen Grenze: 

gibt, so wird zunächst: 

• e 

Differentiiert man diese Gleichung nach c und dividiert sie durch 
c^ so folgt: 



( 



2 e c + 




b<^ de 



^C*dC-1^4^ + -^;^(*C«) 



& 



' oc*J de oe* \ dr/ * Sne* 



e 



Differentiiert man schließlich diese Gleichung nochmals nach c, mul- 
tipliziert danach mit c^ und setzt zur Abkürzung: 

c 

[(TC^dcr:^ 0(t), 


so ergibt sich die berühmte CiiAiBAUTsche Differentialgleichung: 

de d(T , d ide ire , \ de d (ce de] , ,. s^ 

ae acaclc/cf) J de de \b de] 

oder zusammengezogen in definitiver Form: 

p^ d*e2(Te^de(2(Tc 6\ _^ 
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wobei: 



c 



(6 a) <t}{c)^C(Tc^dc 





ist. 



§ 45. Das Clairantsche Theorem. 



Ohne zunächst ein bestimmtes Gesetz für die Dichte des Erd- 
körpers anzunehmen ; zog Claibatjt aus den vorstehenden Betrach- 
tungen einen wichtigen Schluß, der in dem nach ihm benannten 
Theorem besteht, das sich wie folgt gewinnen läßt. 

Wenn c den Äquatorealradius der Erde^bezeichnet, so ist die 
Masse des Erdsphäroids — wenn wir die Erde als ein geschichtetes 
Sphäroid in dem zuvor definierten Sinne betrachten — , indem man 
von Größen der Ordnung e absieht, im Hinblick auf Gleichung (6 a) § 44: 

i/=4i?i0(c'). 

Die Kraft femer, welche das Sphäroid auf einen im Äquator ge- 
legenen Punkt von der Masse 1 ausübt, ist allgemein, wenn man 
das Sphäroid als Kugel betrachtet^ nach § 10: 



c'« 



Das Verhältnis der Zentrifugalbeschleunigung — das ist bekanntlich 
das Produkt des senkrechten Abstandes c' des angezogenen Punktes 
von der Botationsachse in das Quadrat seiner Winkelgeschwindig- 
keit (o — am Äquator zur Beschleunigung der Schwere ist also: 



• * _* 



^ ' 471 0(e') M 

Mithin wird: 

In Gleichung (5) § 44 hat man jetzt c^ = c und e^ = e zu setzen; 
dadurch geht diese Gleichung über in: 



oder im Hinblick auf Gleichung (6 a) § 44 und auf Gleichung (2): 
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Im Ausdruck (1) § 43 b für das Potential eines Spbäroids von 
variabler Dichte auf einen innern Punkt, in dem jetzt gleichfalls 
c, = c zu setzen ist, werden die beiden letzten Glieder Null, weil 
die unteren Grenzen der betreffenden Integrale mit den oberen zu- 
sammenfallen. Dieser Potentialausdruck geht daher zunächst über 
in den folgenden: 



Da aber: 



ist, und nach Gleichung (3): 



ist, so wird das Potential des inhomogenen geschichteten 
Sphäroids auch: 

oder definitiv: 

(4) r=-^+ ;^-c'^(.'-f)(J-M'). 

Differentiiert man nun den Ausdruck (2) § 44 in bezug auf r, 
so gibt nach § 1 der so erhaltene Differentialquotient, mit negativem 
Vorzeichen genommen, die Beschleunigung in Richtung nach dem 
Erdzentrum, das ist bei Vernachlässigung von Größen zweiter 
Ordnung die Normalkomponente der Beschleunigung der 
Schwere: 

d S dV 9 Sl 9, 9« 

g=-~^-==- —- l-r«)*- 1 »•<»* + »•(»»/« 
oder: 

(5) g = -^^^r<o\\-(,^. 

Differentiiert man ferner Gleichung (4) nach r und setzt für r 
seinen Wert an der Oberfläche, so wird, da aus der Gleichung (1): 

als Quadrat der Winkelgeschwindigkeit der Wert folgt: 

o m M 
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Gleichong (5) auch: 

M SM f. 2\ I f *^\ 'i mM,* *, 

/7 = TT + -74- (J- - ^*) [^ - -^J '^ - '•-^^(1 - ^^• 

Die Gleichung der Erzeugungskurve (1) §.43a des Sphäroids 
wird nun aber, wenn man f&r die Oberfläche c^c und e^^e setzt: 

also bei Vernachlässigung der zweiten Ordnung: 

■^ = i|l-4«'(i-/i«)}. 

Daher wird der Ausdruck für die Beschleunigung der Schwere 
auch: 

y = -^{l-2e'(J.-^») + 3U—/i*)(e'-f)[l-4«'a -/.»)] 

-m(l-jit»)[H-e(i -/«»)]), 

oder bei Vernachlässigung von Gliedern zweiter Ordnung, da, wie 
aus Formel (3) § 46 ersichtlich ist, m von derselben Ordnung wie e 
und daher m,e von der Ordnung e^ ist: 

5- = ^{1 -"»(1 -/**) + (i -/*»)(- 2«'+ 3«'- fm)}, 

oder definitiv: 

(6) 9 = ^\^-\rn+{e'-\.m)(\-n^]. 

Bezeichnet nun G die Beschleunigung der Schwere am Äquator, 
wo /u = ist, so folgt aus letzterer Gleichung: 



ö = ^(i-f- + 4) 



Ferner folgt aus Gleichung (6), da aus der Anschauung ju » cosi?- = sin(p 
ist, wo (p, die geographische Breite, das Komplement von & ist: 

ff = -^[i- l^n + -|-- 8in»y(e'-|m)|. 
Daher wird: 



c 



Und da G bei Vernachlässigung von Größen erster Ordnung gleich 
Mjc*^ ist, so erhält man: 

(7) ^ = ö{l + (fm-e08in>}. 
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Es ist somit, wenn G den Wert der Schwere am Äquator, 
G* ihren Wert am Pol bezeichnet: 

also: 

(8) — 5— = l"»-<?» 

das ist das GLAiRAüTsche Theorem, das also eine Beziehung 
zwischen dem Verhältnis der Schweredi£Ferenz am Pol und Äquator 
zur Schwere am Äquator einerseits und dem Verhältnis der Zentri- 
fugalkraft zur Attraktion der Schwere am Äquator und der EUip- 
tizität der Erdoberfläche andererseits gibt. 

Bei dieser Beweisflihrung macht Glaibaut keine Annahme über 
einen ursprünglichen Flüssigkeitszustand der Erde, sondern setzt 
nur voraus, daß die einzelnen sphäroidischen Schichten aus kon- 
zentrischen, koaxialen Schalen bestehen, wobei die Dichte von einer 
Schicht zur andern in beliebiger Weise veränderlich ist Jedoch 
setzt er voraus, daß die Oberfläche selbst die nämliche Form habe 
wie eine Flüssigkeit, und sich in relativem Oleichgewicht befindet, 
wenn sie sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht 

Im Jahre 1849 verallgemeinerte der bekannte englische Mathe- 
matiker Stockes^) das CLAiBAüxsche Theorem noch in zwei wesent- 
lichen Punkten, indem er nachwies, daß erstens, wenn die Ober- 
fläche ein Sphäroid von kleiner Elliptizität ist und sich im Gleich- 
gewicht befindet, Glaibauts Theorem unabhängig ist von der 
Annahme eines ursprünglichen Flüssigkeitszustandes der 
rotierenden Masse, und daß es zweitens auch unabhängig 
ist von der Voraussetzung einer innern Anordnung der 
Masse in nahezu sphärischen Schichten von gleichförmiger 
Dichte. 

Schließlich ist zu Glaibauts Theorem noch zu bemerken, daß^ 
ohne die Schwere in irgend einem Punkt der Oberfläche der Erde 
zu ändern, die innere Anordnung der Dichte auf unendlich viele 
Arten verändert gedacht werden kann. Da nämlich die Attraktion 
einer soliden homogenen Kugel auf einen äußeren Punkt gleich 
ist derjenigen einer beliebigen konzentrischen Eugelschale von der* 
selben Masse, wenn sie homogen ist und den Aufpunkt nicht 
einschließt: so ist klar, daß man eine große Höhlung in irgend 



*) I. Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Vol. IV, pag. 194. — 
II. Cambridge Philosophical Transactions, Vol. VIII, pag. 672. 
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einem Punkt der Masse der Er4e annehmen kann^ indem man die 
Materie in konzentrischen Schalen um diese Höhlung herum yerteilt 
denkt Die Pendelbeobachtungen ergeben daher keinen Anhalt über 
die Massenverteilung im Erdinnem und deshalb ist die Tatsache^ 
daß die Veränderung der Schwere an der Erdoberfläche, wie sie das 
Pendel angibt, in Einklang steht mit Claibauts Theorem, noch kein 
Beweis für die ursprüngliche Flüssigkeitsform der Erde. 



§ 46. Integration der Clai ran t sehen Differentialgleichnng. 

Theoretische Bestimmung der Elliptizitat des Erdsphäroids unter 

Zugrundelegung des Laplac eschen Dichtigkeitsgesetzes. 

Die CLAiRAUTsche Differentialgleichung: 

.-V cPe 2(rc* de l 2<rc 6\ _^ 

^^ rfc« "•" 0(0) de "^ v <pw ^ r ■" ' 

in der: 

e 

(la) <l^{c)=f(Tc^dc 



ist, kann man durch Reihen integrieren, wenn die Dichte er als 
Funktion von c gegeben ist, wie das nach Laplaces Gesetz für die 
Erddichte der Fall ist. Die bei der Integration der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung (1) auftretenden beiden willkürlichen 
Eonstanten kann man dann stets so bestimmen, daß der Wert der 
Elliptizitat e der Claieaut sehen Gleichung^ aus der er abgeleitet 
ist, genügt. Wenn daher tr als Funktion von c gegeben ist» so ist 
es stets möglich, die Elliptizitat einer jeden Oberfläche gleicher 
Dichte und gleichen Druckes so zu bestimmen, daß der Bedingung (1) 
des Gleichgewichtes genügt wird. So erhält man eine mögliche 
Form für die Figur der Erde, die. wir in der zweiten Abteilung 
dieses Kapitels noch vom Standpunkt der Gleichgewichtsfiguren- 
theorie aus untersuchen werden. 

Um nun das Gesetz der Elliptizitat der Oberflächen gleicher 
Dichte und die Elliptizitat der Erde zu bestimmen, d. h. zur Auf- 
lösung der Differentialgleichung (1) ist die Annahme einer Beziehung 
zwischen (t und c notwendig. Das von Laplace angenommene und 
bisher durch keine bessere Hypothese ersetzte Gesetz bezüglich der 
Kompressibilität der Erdmasse besteht darin, daß der Differential- 
quotient des Drucks, genommen nach der Dichte, der 
Dichte proportional ist. Dies Gesetz steht wenigstens nicht 
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in Widerspruch mit unserer Erfahrung über die Kompressibilität 
der Materie. Wenn also a die Dichte einer Masse und j? den in ihr 
herrschenden Druck bezeichnet, so ist der analytische Ausdruck des 
Gesetzes, wenn k eine Konstante bezeichnet, df = kadrfy mithin: 

(2) J-^ = Ä(7 + (7. 

Die Grleichung (4) von § 44 wird demnach, wenn man das kleine 
Glied in cö vernachlässigt und ä durch 4^ä^ sowie C durch 4 «6' 
ersetzt, nach Multiplikation mit c: 

Cc + k^ac = I (Tc^dc + c I (Tcdc , 

e 

Durch Differentiation folgt hieraus: 

C + k^ -j- {(TC) =ö'C^+ jö-crfc — <TC^ = 0. 

c 

Durch nochmalige Diflferentiation folgt für die Dichte a die Diffe- 
rentialgleichung: 

deren Integral: 

(4) ö-c = Äsin^y +^j 

ist. Damit die Dichte im Zentrum nicht unendlich wird, muß ff = 
sein. Denn für das Zentrum ist c == und bei endlicher Dichte 
wird die linke Seite von (4) Null; die rechte Seite wird Äsin^ und 
muß gleichfalls Null werden, daher ^^ = 0. Der mathematische Aus- 
druck für das LAPLACESche Dichtigkeitsgesetz ist daher: 

(5) ^==_8in^. 

Die mittlere Dichte (r^ der Erde, die wir für die weitere Ent- 
wicklung der Theorie brauchen, kann nun wie folgt bestimmt werden. 
Die Masse des Sphäroids ist nach dem früheren: 

M=^7KTqC^ = 4;r0(c'), 
also: 

(6) <^o = A *("')• 

Führt man ferner in der Detinitionsgleichung von 0(c): 



(p{c):=fac^dc, 
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das LAPLACEsche Gesetz der Dichte ein, so folgt: 

e 

(l)(c) = A / c8in-|-rfc, 



oder durch partielle Integration: 

e 
0(c) =ä|— CÄC08y + Ä fcOS T- ^C I > 



oder: 

(7) 0{c) = ÄÄ { - ccos^ + k siny } . 

Daher wird der Ausdruck (6] für die mittlere Dichte der Elrde: 
/o\ Q hk { k ' o' c' \ 

(8) ^^ = 3^j-^8m^-co8-^}. 

Sei nun a* die Dichte der Erde an der Oberfläche, so ist 
dieselbe naoh dem Laflaoe sehen Gesetz: 

(9) G =^8m^, 

und^ wenn n das Verhältnis der Oberflächendichte zur mittleren 
Dichte bezeichnet: 

(10) (r'«no-o. 

Setzt man: 

(11) c^k&, 

so folgt nach einfacher Reduktion: 

13 3 

Von diesem Ausdruck f&r das Verhältnis der mittleren Dichte zur 
Oberflächendichte der Elrde und von den Definitionsgleichungen ftir <t' 
and c werden wir im Verlaufe der weiteren Entwicklung der Theorie 
Gebrauch machen. 

Bei Zugrundelegung des Laplace sehen Gesetzes (5) für die 
Dichte kann man nun die CLAiBAüTSche Dififerentialgleichung durch 
Reihen integrieren. Geht man von Gleichung (7) in der Form aus: 



tf.(c)-*»c»(-A-8m^-A.co8-|-) 



so folgt zunächst durch Differentiation von (5): 

,-rix da h e h » e 0(e) 

BoOHHOiz, Angewandte Mathematik. 18 
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Setzt man jetzt e 0(c) = (p, so wird: 

Aus der Definitionsgleichung: 



(p(c)=:fcC^dc 



folgt aber: 



80 daß: 







d0(e) 
de 


= (TC*, 






d*q> 
dc^ 


d' 

— e — 


de* 


de* ^ 


2a e* 

0{C) 


de 




<l>(c) 




de 



ist Setzt man diesen Wert in die CiiAiRAüTsche Differential- 
gleichimg ein, so wird dieselbe: 

d*[e0(e)] _ d*0 (e) 2(Tee ^^ _ p 

Im Hinblick auf die Werte (5) und (7) von a und 0(c] wird nun aber: 

d*0{c) n L ^' c 1 1 ' e , eh c\ 1 ^w \ 

2'^'--- de« =2A8m-^-^Ä8m^ +^co8^-) = -^.(P(c). 

Daher werden die beiden mittleren Glieder letzterer Gleichung 
einfach : 

Bei Annahme des Laplace sehen Dichtegesetzes nimmt die 
CLAiBAUTSche Differentialgleichung (1) also die Form an: 

deren Integral: 

(15) e0(c)-c[(l-4^1)8m(-;- + Ä)+ »*oo8(-i + i»)] 

ist. In dieser Integralform ist aber die Eonstante ^ = zu setzen 
da sonst die Elliptizität im Zentrum unendlich würde, wie man 
durch Entwicklung von e nach Potenzen von c erkennt Die Lösung 
der CLAiBAüTschen Differentialgleichung ist demnach: 

^fw N <^ /j. • c . SÄ* e Shk* . e\ 
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oder im Hinblick auf die Werte von (t, c und <P (c) nach (5) und (7), 
wenn man noch Cjh =s C setzt, wo C eine neue Eonstante be- 
zeichnet, definitiv: 



(16) 



0(c) = C'fc(r-.-J-a>(c) 



Somit ergibt sich durch die Integration der Gl aibaut sehen 
Differentialgleichung bei Voraussetzung des Laplace sehen Gesetzes 
der Dichte f&r die Elliptizität einer beliebigen Schicht des Elrd- 
sphäroids allgemein der Wert: 



3C" 



©■o" 



c» [S0{c) 



-']• 



oder: 
(17) 


8C' 


[ * l] 


8A> /, . o\ 



Die Elliptizität der Erdoberfläche, für welche nach (11) clk^& ist, 
wird daher zunächst: 



e = 



SC 



- 1 



-^(1 -^cotg^) 



4.?^(«-i), 



oder im Hinblick auf (12): 
(18) «'. ^ 

wobei n durch (10) gegeben ist. Mittels dieses Wertes^ der zur 
numerischen Berechnung der Elliptizität der Erde indes noch weiter 
zu transformieren ist, kann man zunächst die Elliptizität e^ im 
Erdzentrum bestimmen. Es wird vorerst nach (17) allgemein: 



- V«lim 



Hk' 



(l-fcot«^) 



Nun ist aber: 





coB-r 

cotg-^ = 



21 Ar« "^ 41 ik* ••• 



. c c (^ 1 c« 1 c* \ 



also: 



^ = i'.". 



84« 1 - 



1 c» 



!»♦ 
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oder ausgerechnet, unter Vernachlässigung des Qliedes zweiter Ord- 
nung, c^Jk^f im Verlauf der EIntwicklung: 

eo ^ L_ 

SC 15Ä?» ' 

Aus (18) ergibt sich nun für die Konstante SC der Wert: 

(19) 3C' = -^. 

Ersetzt man noch den Wert Ton k in e^ nach (11), so ergibt sich 
als definitiver Wert der Elliptizitat im Erdzentrum, wo c = 
ist| der Ausdruck: 

wobei also e' gegeben sein muß, wenn man e^ berechnen will. 

Das Gesetz der Elliptizität der einzelnen Schichten ist somit 
bestimmt^ noch keineswegs aber der Ausdruck für die Elliptizität e 
der Erdoberfläche. Für diese hatten wir zunächst den Aus- 
druck (18) gefunden, der aber nur zur Bestimmung der Constanten C 
durch Gleichung (20), die wir auch für die weitere Entwicklung 
brauchen, dient Zur Bestimmung eines für die numerische 
Berechnung verwertbaren analytischen Ausdrucks von e ergibt sich 

zunächst aus Gleichung (3) § 45: 

«/ 



oder, da im Hinblick auf (6) und (10): 

^„ = ^(P(e') = -J 
ist, auch: 

(21) /:^(.eVc=^(«'-f)-*,(0. 



Aus dieser Definitionsgleichung von 0^ ergibt sich: 

Zur Ermittlung der Größe 0^ erhält man zunächst durch 
partielle Integration aus (21): 
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oder, da nach (13): 



i de __ 0(e) 

^ "57 "^ ~A« 



ist, auch: 

(23) *j (cO = d' e' c' «* + -^Jc^ e (I) [c] de, 







oder im Hiablick auf den durch (15) gegebenen Integralwert e0{c) 
der CxiAiEAUT sehen Di£EiBrentialgleichung, in dem J9 » und 
C=C'A ist: 

0,(eO = .'e'c-+^/r»C'A[(l-.^)sin| + -^cos^ 



(24) 



Zur Berechnung dieses Integrals durch sukzessive partielle Inte- 
gration braucht man die folgenden drei Integrale: 

I c' sin -|- rfc = — c* Ä cos -^ + 3 Ä h^ cos -|- de , 
I c' cos -j-dc ^ c^ Ä sin -|- — 2Ä I c sin -^ rfc , 
I c sin -|- rfc = — c Ä cos -|- + Ä I cos ~ de 

= — c Ä cos -T- + Ä*sin-r-- 
Auf Grund dieser Werte findet man zunächst: 
fc^e0{c)de 

= C'Ä[-.c»Äcos-|-+6Ä«c2siny- 15äW-cäcos-|- + Ä^sin -|)| , 
also bei Einführung der Grenzen c = c' und c = im Hinblick auf (9): 

fc^e0{c)dc 



= J?l^-/-.c'3Äco8.9' + 6Ä2c'28ini^ + 15Ä»c'co8,9'-15Ä*sin,9-), 
sin^ \ / 

oder, da im Hinblick auf die früher gegebenen Werte (11): 



c=:k&, also: c'» = c'8c'a = c'»Ä2,9-2 



ist, auch: 

c»<? a>(c)rfc = rr'c'» ~^^- [6 i9-2 - 15 + (15 ^ - i9'»)cotg i9-] . 








CA» 
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Mit Hinblick auf den Wert von C nach (19) und dem ans (12) 
resultierenden Wert: 

wird schließlich letztere Gleichung nach einfacher Transformation: 



Daher ergibt sich für 0^ [c') durch Substitution dieses Integral- 
wertes in Gleichung (23) der Wert: 

und durch EinfQhrung dieses Wertes in Gleichung (22) der defini- 
tive Wert der Elliptizität e' der Erdoberfläche in Funktion des 
Verhältnisses n der mittleren Dichte üq zur Oberflächendichte er' aus: 

während der Wert der Elliptizität im Erdzentrum nach Er- 
mittlung des Wertes von e' auf Grund von Gleichung (20) folgt 
Dabei bedeutet in Gleichung (26) und (20), die der numerischen 
Rechnung zugrunde zu legen sind, nach § 45 Gleichung (1) und 
§46 Gleichung (11), (10), (5): 

cf^ (ü^ n o' a' h . e 

M ' k (Tq ' e k 

wobei M die Masse der Erde, cj ihre Winkelgeschwindigkeit, c die 
Entfernung eines Oherflächenpunktes vom Erdzentrum, a die Ober- 
flächendichte und (Tq die mittlere Dichte numerisch bekannte 
Größen sind. 

§ 47. Bestätigung der klassischen Theorie far die Figur und die 
Oröße der Abplattung der Erde durch den auf Orund der Beob- 
achtungen sich ergebenden Wert der Prazessionskonstanten. 

Nimmt man an, daß die Elrde in flüssiger Form im Gleich- 
gewicht gewesen und dann erstarrt sei, und setzt das LAPLACESche 
Gesetz der Dichte voraus, so liefert die Theorie der Präzession die 
Probe auf die zuvor entwickelte Theorie. Denn die astronomischen 
Beobachtungen ergeben einen sehr genauen Wert für die Eonstante 
der Präzession, ^) (C — ÄjjCy in der Ä und C die Hauptträgheits- 

') Bezfiglich der Theorie der Präzession vgl. die in meiner Neu- 
bearbeitung der theoretischen Astronomie von Klimksrfües (Braunschweig, 
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momente der Erde repräsentieren. Die Eonstante der Präzession 
läßt sich aber, wie wir sehen werden, auch aus den Zahlen t\ m, n 
und ß- berechnen (vgl. Gleichung (11), S. 283). 

Zur Bestimmung der beiden Hauptträgheitsmomente des Elrd- 
sphäroids von variabler Dichte sind zunächst die aus der Mechanik 
starrer Körper bekannten ^^Hauptträgheitsmomente'' für ein 
homogenes Ellipsoid zu berechnen, das wir allgemein als dreiachsig 
voraussetzen wollen: 



a 



6« 



Das Trägheitsmoment bezüglich der Rotationsachse z ist dann be- 
kanntlich, wenn a die Dichte des EUipsoids bezeichnet, allgemein: 

(1) T^^jj^(jdxdydz{x^ + y^.. 

Zur Berechnung des Massenelements: 

dpL = adxdydz = adx 

in elliptischen Polarkoordinaten setzen wir in Analogie zu §41: 

ar = a r sin i?" cos tp , 
y SS & r sin 19- sin 90 , 
z ^ er cos & , 

wo r von bis 1 läuft, und berechnen in bekannter Weise das 
Yolumelement aus der FunktioDaldeterminante. Im folgenden Tableau 
sind in der ersten, bezüglich in der zweiten und dritten Horizontal- 
reihe die Differentialquotienten von z, bezüglich von x und y nach 
den darüberstehenden Buchstaben angegeben: 

r ! & 

c cos & — r c sin i?- 

a sin & cos cp + ra cos \^ cos (p j 

h sin &mi(f I + rb cos &9imfp \ 

Daher wird die Funktionaldeterminante: 

cos & — sin iS" 

sin & cos <p cos & cos «jr- 

sin 0- sin tp cos & sin q> 



z 

X 



d (x, g, y) 



« abcr^ 



oder, ausgerechnet: 

(2) 




— r a sin & sin tp 
+ r i sin i9- cos (p . 

' 

— sin & sin y 
sin & cos (p 



^ , ' ' ^\ ^ abcr^smö-. 

d (r, &, <p) 



PMedrich Vieweg & Sohn, zweite Auflage, 1899) in der vierzehnten Vorlesung: 
„Die Theorie der Bewegung der Erdachse'^ gegebene Darstellung des 
mechanischen Problems. 
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Der Ausdruck (1) ftLr das Trägheitsmoment bezüglich der ;r- Achse 
wird daher: 

1 7t 2n 

T^^ab ctrCr^drCd i9 Cd tp sin^ & (a* cos^ y + ** sin* fp) 



oder^ da: 

2n In 



Icos^ipdcp = I sin^qp d(p = 7t 



i» 

ist, auch: 

T « nahca ""^t^^ fsm^&dfh 

* 5 J • 



oder, da nach dem Moivbe sehen Satze: 



also ausgerechnet: 



rsin9|9-rf,9- = | 





ist: 

4n(T abe a' + 6' 



7 = 



3 5 

oder, da die Masse des EUipsoids: 

■BM An (T ah e 

M = 

ist, definitiv: 

(3) r. = M-^^ . 

Analoge Ausdrücke folgen fQr das Trägheitsmoment bezüglich der 
X" und y-Axe. 

Treten nun an Stelle der Halbachsenwerte c, a, b des dreiachsigen 
EUipsoids die speziellen Werte c(l — fe), c[l+^e), c(l+^«), 
liegt also nach der früheren Bezeichnungsweise ein abgeplattetes 
Sphäroid vor, dessen Halbachsen: 

sind, wobei ß die Rotationsachse ist, so wird das Trägheitsmoment 
bezüglich der Rotationsachse: 

c = A^ [(1 + ^ .)« + (1 + i <.)^i 

oder bei Vernachlässigung von Gliedern zweiter Ordnung: 
(4) C'=^lMcm+ie), 
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wobei an Stelle des Wertes: 

da in C Glieder zweiter Ordnung vernachlässigt werden, der Wert: 

(5) M^^nffc^ 
zu setzen ist. 

Das Trägheitsmoment bezüglich der zur Rotationsachse senk- 
rechten Achse wird mithin: 

oder^ bei Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung: 

(6) 4' = fJfc»(l-|). 

Im Fall der Erde sind die beiden Hauptträgheitsmomente eines 
inhomogenen, aus konzentrischen Schichten bestehenden ab- 
geplatteten Sphäroids mit den Halbachsen: 

zu bestimmen, wobei e eine Funktion yon c ist, und auch die Dichte (t 
nur Yon c abhängig, also für jede Schicht konstant ist In diesem 
Fall ist die Zunahme dC des Trägheitsmomentes C, d. i. das Trägheits- 
moment der unendlich dünnen, yon den konzentrischen Sphäroiden c 
und c + de begrenzten Schicht, ofifenbar gleich der Differenz der 
Trägheitsmomente des Sphäroids c -^ de — dieses von der homo- 
genen Dichte (T gedacht — , und des Sphäroids c, dieses ebenfalls 
homogen und von der Dichte (t gedacht. Durch Diflferentiation von 
Gleichung (4) erhält man aber im Hinblick auf (5): 



dC d 



de de 



Stic» ö' /i , « \ 



also bei Vernachlässiguug von Größen zweiter Ordnung: 

c' 

d{e^) 



'-^i' 



de 




de 



oder, bei Ausführung der Diflferentiation unter dem Integralzeichen: 

c' 

(7) C==l-nj (Tc^dc. 



Analog ergibt sich durch Diflferentiation von (6): 

dÄ 2iT 4n d r g,- , .-, • 

d7-= 5 3- dV^^l-^")]' 
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also: 

dß 15 de ^ " 

mithin: 



oder, da nach Gleichung (21) § 46: 



f<r-^{ec^dc~<I»,{c') 





ist, auch: 

oder bei Eiafllhrung des Wertes von 0j (c) definitiT: 

(8) C-^ = «^(«'-f). 

Zur Berechnung yon C wird zunächst das Integral in (7) im 
Hinblick auf Gleichung (5) § 46 : 

I (Tc^dc =» h I c' sin-^rfc, 



oder hei Ausführung der Integration nach Formel (24) § 46: 

Cc^ siu~dc = cosy (6c'ä8 - cH) + k^ 8in^(3c'«- 6Ä»). 
u 
Daher wird der Wert des Integrals in Gleichung (7) mit Bücksicht 
auf Gleichung (11) §46: 

fffc^dc = ÄA*[co8i9'(6i9" - &^ + 8iii^(3i?^* - 6)]. 



Multipliziert und dividiert man schließlich das erste Glied der 
rechten Seite dieser Gleichung mit sin i9- und bildet aus Gleichung (9) 
§ 46 mit Hinblick auf Gleichung (11) § 46: 

A sin d = (r' c', 

und aus Gleichung (12) § 46: 

cotg,^-^---, 

so ergibt sich nach einer kleinen Reduktion der definitive Wert: 

(9) /„.... 4il(,+ei^), 

ü 
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also bei ICinführung dieses Wertes in Gleichung (7) definitiv: 
(.0) C_li|^(,+6Ü^). 

Durch Division der Gleichungen (8) und (10) ergibt sich als 
Endresultat der zuvor entwickelten Theorie für die Größe 
der Abplattung der Erde theoretisch der Wert: 



m 



(11) 



C- A 
C 



e' - 



e'- 



m 



1+6 



n- 1 



1-6 



1 -fi 



Der Vergleich des aus Gleichung (11) resultierenden Zahlenv^ertes 
der Elliptizität oder Abplattung der Erde mit dem aus den 
astronomischen Beobachtungen und der Theorie der Präzession 
sich ergebenden Werte der Präzessionskonstanten [C^ J)jC ge- 
stattet eine Prüfung der mathematischen Theorie durch die 
Erfahrung. 

Zu diesem Zweck sind in der unten folgenden Tabelle die 
numerischen Resultate der zuvor entwickelten Formeln unter 
sechs verschiedenen Voraussetzungen über das Größenverhältnis der 
mittleren Dichte a^ der Erde zur Oberflächendichte a' abgeleitet, 
das in der ersten Vertikalreihe angegeben ist Die zweite Vertikal- 
kolumne gibt den Wert des Hilfswinkels & in Teilen des Radius, 
die nächste in Gradmaß. Die vierte Kolumne gibt die EUiptizität 
der Erdoberfläche, die fünfte diejenige der Schicht unmittelbar um 
das Erdzentrum; die letzte Kolumne schließlich gibt den aus 
den vorstehenden Werten berechneten Wert der Präzessions- 
konstanten, welcher mit dem aus den Beobachtungen resultierenden 
Wert direkt verglichen werden kann: 



1 

n 


& 


1.9 


2.4083 


2.0 


2.4605 


2.1 


2.5058 


2.2 


2.5454 


2.3 


2.5804 



180« 



TT 



2.4 



2.6115 



138^0 

141.0 

143.6 

145.8 

147.8 ! 

149.6 



cf 


«0 


G-A 



1 


1 

354 

1 
363 

1 
371" 

1 
379 

1 
386 

1 


1 


289.4 
1 


295 
1 


293.2 

1 


300 
1 


296.9 
1 


305 

1 


300.2 
1 


309 
1 


303.2 
1 


312 

1 



306.1 



393 



316 
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Der aus den astronomischen Beobachtungen bestimmte Wert 
der Präzessionskonstanten ((7— ^)/C (ygl. Annales de Tobser- 
vatoire Imperial de Paris ^ tome V^ 1859^ pag. 824) liegt zwischen 

r^TT und — - , entspricht also dem Wert n =z -- obiger Tabelle. Der 

Wert der Erdelliptizität, wie er sich durch Messung des Meridian- 

bogens ergibt, aber ist — - und entspricht dem Wert n = - unserer 

293 2 

Tabelle. Das Ergebnis der Pendelbeobachtungen schließlich liefert 
mittels Claieauts Theorem: 

Q' - G . 

- «Im — « , 



G 

filr die Abplattung der Erde einen Größenbetrag von — ^ zirka, ein 
Wert, der dem Tabellenwert « = r^ entspricht. 

Daß die Übereinstimmung zwischen den Resultaten der im 
Yorstehenden entwickelten und in obiger Tabelle numerisch zur 
Anwendung gebrachten mathematischen Theorie und den Resul- 
taten, die aus den astronomischen Beobachtungen und Mes- 
sungen folgen, die unter sich ebenfalls etwas abweichen, keine 
vollständige ist, darf nicht wundernehmen, da die Erde nicht 
streng die in der mathematischen Theorie notgedrungen zur Be- 
handlung des Problems vorausgesetzte Beschaffenheit hat. Daß sie 
einst flüssig war, ist zwar so gut wie sicher, jetzt aber ist die Kruste 
fest auf viele Meilen Tiefe und die ganze sichtbare Oberfläche ist 
äußerst unregelmäßig, da sie aus Ozeanen, Kontinenten und Bergen 
besteht 

Diejenige Oberfläche, welche mit der in der Theorie voraus- 
gesetzten verglichen werden muß, ist die des Ozeans, von dem man 
sich die Kontinente kanalartig durchzogen denken muß. Diese 
Oberfläche, repräsentiert gedacht durch die mittlere Höhe des Meeres, 
ist dann die in der mathematischen Theorie vorausgesetzte Ober- 
fläche der Erde. Die unregelmäßige und unsymmetrische 
Form der Ozeane und Kontinente alteriert indes die in 
der Theorie gemachte Annahme, daß die Form des Meeres 
eine reguläre Rotationsfläche sei, und diese Unregel- 
mäßigkeit bedingt die Abweichung in den Resultaten, die 
aus der mathematischen Theorie einer flüssigen Masse 
einerseits und aus den astronomischen Beobachtungen 
andererseits sich ergeben. 

Das Problem, die Gestalt der wahren Oberfläche der Elrde 
zu bestimmen, die mathematisch nur wenig von der, durch die zuvor 
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entwickelte Theorie gefundenen des nahezu kugelförmigen Rotations- 
ellipsoids oder Sphäroids abweicht, wird durch die Theorie des 
Geoides gelöst, die für die Eräe die Gestalt des sogenannten 
„Bo^ersionsgeoides'^ ergibt. Ehe wir zur Behandlung dieser 
interessanten Frage übergehen, entwickeln wir zunächst die in der 
theoretischen Geodäsie gebrauchlichen, für die Oberfläche des 
abgeplatteten Botationsellipsoids bestehenden geodätischen 
Hauptsätze über Azimute und Distanzen, über geodätische 
Dreiecke und über die geodätische Linie. Zum Abschluß dieses 
Kapitels über die Figur der Erde aber wollen wir zuvor die Erde 
noch als Gleichgewichtsfigur betrachten und zeigen, daß auch 
vom Standpunkt der Gleichgewichtsfigurentheorie betrachtet die Erde 
kein dreiachsiges Ellipsoid sein kann, sondern ein abgeplattetes 
Rotationsellipsoid sein muß. 



B. Bestimmung der Figur der Erde als Glelchgewlchtsflgur. 

§ 48. Vorbemerkung. 

Wenn wir die Erde als Gleichgewichtsfigur betrachten, so 
müssen wir, um das Problem mathematisch überhaupt behandeln zu 
können, zunächst yon den äußeren auf sie wirkenden Kräften gänz- 
lich absehen. Femer müssen wir die, nach der Laplagb sehen Hypo- 
these über die Entstehung der Himmelskörper ziemlich sichere An- 
nahme machen, daß die Erde sich einst in flüssigem Zustande befand, 
sowie die, der Wirklichkeit allerdings nicht völlig entsprechende 
weitere Voraussetzung, daß die einst flüssige Erde, nachdem sie sich 
zu einer Gleichgewichtsfigur eingestellt, in derselben auch sogleich 
verharrte. Schließlich müssen wir, um auf integrable Differential- 
gleichuDgen zu kommen, die Flüssigkeitsmasse als inkompressibel 
betrachten. Man. ersiebt daraus, daß die mathematische Behand- 
lung der Erde als Gleichgewichtsfigur, da sie nur näherungsweise 
durchführbar ist, bloß eine Analogie zur Wirklichkeit darstellt. Doch 
gibt sie, wie wir sehen werden, eine im großen und ganzen richtige 
Vorstellung und Erklärung der Naturvorgänge. 

Aber auch die rein mathematische Aufgabe, die Gleichgewichts- 
figur einer sich selbst überlassenen rotierenden Flüssigkeit zu be- 
stimmen, ist ebenfalls allgemein nicht lösbar, da man von vornherein 
nicht imstande ist, anzugeben, wie viele solche Figuren die Flüssig- 
keit annehmen kann, je nachdem die Anfangsbedingungen verschieden 
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sind. Betrachtet man eine Gleichgewichtsfigur ihrer Definition nach 
als eine Figur, deren Teilchen ihre Abstände voneinander nicht 
ändern, so besteht offenbar die Bedingung der Existenz einer Gleicb- 
gewichtsfigur zunächst ganz allgemein darin, daß auf ihrer Ober- 
fläche ein normaler Druck ruht, so daß die letztere eine Niveau- 
fläche oder Äquipotentialfläche ist, für die also F— konst ist 
Wollte man nun aber das Problem der Gleichgewichtsfiguren auch 
nur in dem allgemeinen Sinne zu lösen suchen, daß man früge, gibt 
es überhaupt Figuren yon der Beschaffenheit, daß ihre Oberfläche 
stets konstant bleibt, abgesehen von irgendwelchen Bewegungen, 
die in ihrem Innern, oder z. B. von Strömungen, die an ihrer Ober- 
fläche stattfinden, so wäre das Problem auch in dieser allgemeinen 
Fassung mathematisch unlösbar. Schließlich darf bei der ganzen 
Frage die Schwierigkeit der Vorstellung nicht übersehen werden, 
daß einerseits eine Gleichgewichtsfigur als eine im Gleichgewicht, 
d. h. in der Ruhelage befindliche Figur definiert ist, während anderer- 
seits nach der Mechanik eine absolute Ruhe überhaupt nicht existiert 
Daher muß man bei der mathematischen Behandlung der Erde als 
Gleichgewichtsfigur auch davon gänzlich absehen, ob sich die Erde 
in einer elliptischen Bahn um die Sonne, oder ob sie sich mit 
dieser noch geradlinig und gleichförmig im unendlichen Raum 
bewegt. 

Es trete nun bei einer solchen, den genannten Beschränkungen 
unterworfenen, im Sinne der Mechanik, wie wir kurz sagen 
wollen, ruhenden Flüssigkeitsmasse, deren einzelne Teilchen sich 
nach dem Newton sehen Gravitationsgesetz anziehen, eine Rotation 
der ganzen Masse um eine gedachte Achse ein. Dann ist offenbar, 
da man den rotierenden Körper als einen ruhenden betrachten kann, 
wenn man zu den auf ihn wirkenden Kräften die, in radialer Rich- 
tung der einzelnen Parallelkreise wirkenden Zentrifugalki^lfte hinzu- 
fügt, die allgemeine Bedingung für das Eintreten einer Gleich- 
gewichtsfigur die, daß das Potential der wirkenden Kräfte des 
Körpers, vermehrt um die Kräftefunktion der Zentrifugalkräfte, eine 
Konstante sein muß. Obwohl also, da die Erde sich um ihre Achse 
dreht^ alle Probleme, die sich auf ihr relatives Gleichgewicht und 
auf dasjenige der Körper auf ihrer Oberfläche beziehen, in Wirk- 
lichkeit dynamische Probleme sind, so können sie durch Hinzufügung 
einer fingierten Zentrifugalkraft zur Anziehungskraft des Körpers als 
statische Probleme behandelt werden. Die Ekistenzbedingung für eine 
Gleichgewichtsfigur wollen wir nun mathematisch näher präzisieren. 
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§ 49. Die allgemeine Oleiohgewiohtsbedingnng einer rotierenden 
flüfliigen Hasse unter der Einwirkung von Gravitationskräften. 

a) Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung einer 
beliebigen Flüssigkeit überhaupt. 

Aus den Elementen der Hydromechanik ist bekannt, daB wenn 
I, 7j, ^ die von der Zeit abhängigen Koordinaten eines Flüssigkeits- 
elementes in Richtung der drei Achsen bezeichnen, und p den auf 
die Flächeneinheit berechneten, in Punkte x, y, z der Flüssigkeit 
herrschenden Druck, (t ihre Volumdichte bedeutet^ die im allgemeinen 
eine Funktion des Druckes tr === (p{p) ist, während /? = xpix, y, z\ 
ist, daß dann die erste Grundform der allgemeinen Bewegungs- 
gleichungen des Flüssigkeitselementes: 



(1) 



^f-aX-. '' 



df^ ^ dx 



= ö'7-^ 






dp dx 

ist, während die zweite und dritte Grandform der hydromecha- 
nischen Grundgleichungen bekanntlich diejenigen von Euleb und 
von Lagbanoe ist ^) In obigen Gleichungen bezeichnen X, T, Z die 
Achsenkomponenten der Beschleunigung, die von den außer den 
Druckkräften vorhandenen Kräften herrorgebracht werden. 

Soll sich nun eine ganz beliebige, durch irgend welche Kräfte 
bewegte Flüssigkeit, die vdrläufig gar keinen speziellen Bedingungen 
weiter unterworfen gedacht ist, im Gleichgewicht befinden, so müssen 
die Beschleunigungen sämtlicher auf sie wirkenden Kräfte nach den 
drei Achsen Null sein. So ergeben sich aus den hydrodyna- 
mischen Grundgleichungen die hydrostatischen zunächst als die 
allgemeine Gleichgewichtsbedingung einer Flüssigkeit: 

(2) 4^ = ^^, 1^-^^^ Ir-^^- 

^ ' dx ' ay ' ö« 

Nun war <7 = qp(p). Nehmen wir jetzt eine Funktion <P{p) 

80 an, daß: 

d0(p) ^ 1 

dp (pip) 



*) Man vergleiebe die originelle BoLTZMAwirBclie Ableitung dieser Glei- 
chungen ) ei Erscheinen des dritten Teiles der Boltziiakn sehen Mechanik. 
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ist, so ist nach (2): 

Y 1 dp d0(p) dp 

Weiter war aber p = t^(^,y, z). Setzen wir oun: 
so ist: 

(3) ^=4^. J'--^. -^=4^. 

d. b. die Achsenkomponenteii der Beschleunigaog werden erbalten 
durcb partielle Differentiation einer und derselben Funktion nacb 
den betreffenden Koordinaten. Es sind aber X, ¥, Z die Be- 
scbleunigungskomponenten der außer den inneren Druckkräften vor- 
handenen Kräfte. 

Wenn also Gleichgewicht besteht^ so gibt es eine der 
Kräftefunktion analoge Funktion, deren partielle Deri- 
vierten nach den drei Achsen die Beschleunigungen der 
Kräfte ergeben, die außer den Druckkräften noch vor- 
handen sind. Diese Funktion wird erhalten durch Integration 
von 1/rr nach p^ worauf dann für p einzusetzen ist p = yf{Xfi/f z): 

(4) /•^ = Ö + C. 

Speziell im Fall einer idealen tropfbaren Flüssigkeit, für welche 

<T = konsi ist, wird: 

p=-ae+C\ 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann sich die Flüssigkeit 
nicht im Gleichgewicht befinden, senden^ muß in anhaltender Be- 
wegung sein. 

Da im Fall des Gleichgewichtes: 

dp = ^dx + ^dy+^dz ^aiXdx + Ydij + Zdz) - adB 

ist; so wird auf einer freien Oberfläche, wo der Druck kon- 
stant ist: 

(5) Xdx + Ydy + Zdz = 

sein, wobei die Differentiale der Koordinaten einem Fortschreiten 
in der Oberfläche entsprechen. Diese Gleichung besagt aber, daß 
die resultierende Kraft auf jedem Punkt der Oberfläche senkrecht 
steht Für eine homogene Flüssigkeit ist also die Gleichung dQ^O 
die Differentialgleichung aller Oberflächen gleichen Druckes und 
gleicher Dichte. 
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b) Die allgemeine Gleichgewichtsbedingung einer rotieren- 
den inkompressiblen Flüssigkeit bei Einführung des 

Potentials. 

a) Brater Weg. 

Wir denken uns ein beliebiges Massenteilchen m einer rotierenden 
inkompressibeln Flüssigkeit mit den Koordinaten x, y, z in der Ent- 
fernung r vom Ursprungs so daß r* s= x* + y* + z* ist, und fällen 
vom Punkt m ein Lot / auf die Rotationsachse z, so daß /^ = ^r' + y^ 
ist Nach der Mechanik starrer Körper fällt dann die Zentrifugal- 
kraft in die Bichtung yon / und ist von der Rotationsachse weg- 
gerichtet Ihre Intensit&t ist: 

oder, da V = /(GOy wo o> die y^Wiokelgeschwindigkeit'' ist, auch: 
Die Zentrifugalbeschleunigung ist also: 

fn 

und die Komponenten dieser Beschleunigung nach der ar-Achse und 
y-Achse sind: 



mv* 



= /«*, 



r^lto^^^co^y 



X 
I JL ^ HO' 

(1) 

In Richtung der z -Achse hat die Zentrifugalkraft keine Komponente. 
Zu diesen Kräften X' und T\ die von der Rotation herrühren, 
kommen noch die Komponenten der übrigen Kräfte^ die ein Potential 
haben. Ist allgemein die Kraft, die zwei Massen m und m' nach 
dem NEWTONschen Gravitationsgesetz aufeinander ausüben, wenn 
sie sich in der Entfernung r voneinander befinden: 

k*fnm' 



Z« 



r« 



wo k* die bekanntlich mittels des dritten KspiiEBschen Gesetzes 

bestimmbare Gauss sehe Konstante ist, und bezeichnet man femer 
das Newton sehe Potential mit: 

r 

80 sind die Komponenten der von m auf m ausgeübten Kraft: 

(2) Z"=A2m'4^, 7"=ä2^'4^, Z"^k^m'^. 

BuoHBOLs, Angewtndta Mathemmtik. 19 
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wo X, y, z die Koordinaten von m' sind. Diese Formeln gelten auch 

allgemein für die Komponenten der Kräfte, die von einem Massen- 
system auf die Masse rn! ausgeübt werden, wenn das Potential 
dieser Massenverteilung V ist 

Die Achsenkomponenten der aus der Zentrifugalwirkung und 
der Gravitation resultierenden Beschleunigung sind mithin : 

dV 



(3) 



öx 
^ dy 



dx 



Diese Komponenten aber sind die partiellen Ableitungen einer und 
derselben Funktion nach den Koordinaten: 

dx 

dy 
y Bik^V) 

^ SÄ - — - . 

dx 
Wir können daher setzen: 

Soll Gleichgewicht bestehen, so muß allgemein: 

(4) f^^ =^ + c =^ P F + ^o}^{x^ + y^ + c 

sein. 

Setzt man & konstant, so erhält man eine Fläche gleichen 
Druckes und gleicher Dichte. Zu diesen Flächen gleichen Druckes 
gehört auch die freie Oberfläche, wo der Druck Null ist, deren 
Gleichung also in der Form enthalten ist: 

Diese Fläche ist jedoch in bezug auf V keine Äquipotentialfläche. 
Betrachtet man: 



ö» 



(ara + y>) + A«r=0 



als Kräftefunktion, so sind hinsichtlich dieser die Flächen gleichen 
Druckes Niveauflächen zu nennen. Diese Kräftefunktion ist indessen 
keine Potentialfunktion, da sie den Teil (a}*/2)(jr* + y*) enthält, der 
nicht von einer Anziehung nach dem Newton sehen Gesetz herrührt. 



g 49] Elftes Kapitel. Grundzüge der mechanischen Theorie usw. 2dl 

sondern von der Zentrifugalkrait. Von dieser Niyeaufläche gilt, 
daß die aus der Gravitation und der Zentrifugalkraft resultierende 
Kraft in jedem Punkt senkrecht auf ihr steht. Die Größe der 
resultierenden Beschleunigung ist: 



dn 



= N, 



d. h. der in Richtung der Normalen zur Niveaufläche genommene 
Differentialquotient. 



ß) Zweiter Weg. 

Wenn ein Massenpunkt, dessen Koordinaten in hezug auf ein 
„im Sinne der Mechanik festes'^ Koordinatensystem ^y rj, C sind, sich 
allein unter dem Einfluß von Gravitationskräften bewegt, so gelten 
die Gleichungen: 



(1) 



(PS ^f^^äV 



d«i7 ^^3 ÖF 



^t =A«^^ 



dt* 



di 



dt* '" öf » dt* " drf 

wobei V das Potential dieser Ejräfte ist. 

Bei Betrachtung einer Gleichgewichtsfigur hat man dies 
absolute Koordinatensystem |> ^/^ C durch ein mit dem fraglichen 
Körper fest verbundenes^ mit ihm rotierendes System x, y, z, das 
aus. der Mechanik starrer Körper bekannte „Hauptachsensystem*' 
zu ersetzen und daher die Gleichungen (1) auf ein solches System 
zu transformieren. 

Eine dieser Hauptachsen sei zugleich Rotationsachse und falle 
mit der ^- Achse zusammen. Wir wählen sie zugleich als r -Achse 
des rotierenden Koordi- 
natensystems. Ist die kon- 
stante Winkelgeschwindig- 
keit cü und bildet die 
ar-Achse mit der |-Achse 
den Winkel u, so können 
wir setzen, da sich cc in- 
folge der gleichförmigen 
Winkelgeschwindigkeit der 
Zeit proportional ändert: 

a =3 




Fig. 70. 



Q)t + yy 



da 
~dt 



= ö>. 



Zwischen den Koordinaten |, 17 eines Punktes in bezug auf dies 
feste Koordinatensystem und den Koordinaten jr, y desselben Punktes 



19* 
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in bezug auf das rotierende Koordinatensystem gelten dann folgende 
Gleichungen (vgl Fig. 70): 

I = X cos €c — y sin« , 

17 = arsina + ycosa, 



(2 a) 

und umgekehrt: 

(2b) 



ar = I COS a + 17 sin a , 
y = — J sin a + 17 cos cc . 

Durch Differentiation erhält man also: 

dx dS , dv - 

— rr = -TT COS a + -— sm a + v « , 
dt dt * dt * i7 7 

dy dS ' , dij 

dt dt dt 

Differentiiert man nochmals, so folgt, da: 



ist: 



d^ . , dti dy , 

:Tr sm a + -rf cos cc = -^ + xco 

dt dt dt 

(Py dx , «Pf . , tPti 



= -2 






Durch Substitution der Werte von (P^/dfi und (Prjjdt^ aus den 
Gleichungen (1) in den ersten dieser beiden Ausdrücke folgt: 

-rjT — 2-T~« Ä Ä* "äv cosa+ Ä*~5— sma + xö)*, 
dt* dt o| OTj ' ' 

oder in Hinblick auf (2a): 

dt* dt \d S ox o rj dx ) ^ ' 



oder: 



— -24f«' = *'4-S + -Ar[i(''+yV1. 



rf<« rff dx ^ dx 

Ebenso wird: 



oder: 



oder: 



d^y , ck dx 2s dV . , ,0 dV , o 



y n dx .iS^^Öf.ioÖFÖl/, o 



rf^y _ 

dfi~^''dt"' "^ " ai dy "^ " öl? dy 



Die Bewegungsgleichungen eines materiellen Punktes in bezug 
auf ein rotierendes Koordinatensystem, wie sie Laplace im zweiten 
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Band der m^canique Celeste in der Theorie der Figur der Erde 
verwendet, sind somit: 

^ ^ ^ (Py , ^ dx dSl 

\^obei: 

(3a) a = k*F+^{x^+ij^(o^ 

die Gesamtkräftefanktion der Anziehungskraft und der Zentrifugal- 
kraft ist 

Da nun für eine statische Gleichgewichtsfigur jedes Teilchen 
von der Zeit unabhängige Koordinaten hat, so ist im Fall einer 
Gleichgewichtsfigur in obigen Gleichungen: 



also: 



dx _ dy _ d^x ^ d^y __ ^ 
'dT^Tt" dt* "" dt* " ' 



dx dy 

und mithin: 

k*r+ |(x2 + y^tt)» = fl = = konst, 

die zuvor auf anderem Wege gefundene allgemeine Gleich- 
gewichtsbedingung (4). 

Bemerkt sei, daß in Gleichung (4) allerdings ^(o^{x^ + y^ +k^F 
nicht konstant, sondern im allgemeinen gleich fdpja — c ist 
Außerdem ist bei der jetzigen Ableitung nur die Bewegung eines 
einzelnen Punktes ins Auge gefEißt, während zuvor die Bewegung 
einer flüssigen Masse, in der Druckkräfte wirken, betrachtet wurde. 
Trotzdem stimmen die beiden Formeln (4) und (3a) überein, da 
für die freie Oberfläche der Druck konstant, und zwar Null ist 

Wie man sieht, ist zur Untersuchung, ob Gleichung (4) für 
eine Figur besteht, d. h. ob die Figur Gleichgewichtsfigur ist, die 
Kenntnis ihres Potentials Voraussetzung. Der umstand, daß man 
das Potential indes nur in vereinzelten Fällen durch Kunstgriffe 
bestimmen kann — schon das Potential des EHlipsoids war, wie wir 
sahen, nur auf äußerst kompliziertem Wege zu finden — , ist auch 
der Grund, weshalb man nur verhältnismäßig wenig Gleichgewichts- 
figuren kennt. Daß die Kugel eine mögliche Gleichgewichtsfigur 
einer rotierenden Flüssigkeitsmasse ist, erkennt man unmittelbar, 
da bei der Kugel die Anziehung in Richtung des Radius erfolgt. 
Daher wirkt auf die Kugel ein normaler Druck, ihre Oberfläche ist 
also eine Niveaufläche, wenn die Botationsgesch windigkeit Null ist, 



294 Zweite Abteilung. Höhere Geodäsie. [§ 49 

also das Glied ((«2/2) (ar^ + y«) wegfällt. Das ist aber, wie bereits in 
der Vorbemerkung erwähnt^ gerade die Existenzbedingung einer 
Gleichgewichtsfigur. 

Eine Klasse möglicher Gleichgewichtsfiguren, welche eine 
rotierende Flüssigkeitsmasse annehmen kann^ sind die ellip- 
soidischen Gleichgewichtsfiguren, die wir zum Zweck der 
Bestimmung der Figur der Erde als Gleichgewichtsfigur yollständig 
nach allen Seiten hin im folgenden zu untersuchen haben. Doch 
gibt es noch andere mögliche Gleichgewichtsfiguren. Eine zweite 
Klasse möglicher Gleichgewichtsfiguren sind die ringförmigen 
Gleichgewichtsfiguren, deren besonders komplizierte Unter- 
suchung in der theoretischen Astronomie beim Probleme des Satum- 
ringes als Gleichgewichtsfigur die Frage bildet. Hinsichtlich dieses 
interessanten Kapitels der mathematischen Mechanik soll hier 
nur darauf hingewiesen werden, daB die Untersuchungen, die Laplage 
im zweiten Band der m^canique Celeste diesem Gegenstand widmet, 
zwar mathematisch im ganzen richtig sind, indes den wirklich beim 
Satumsystem nach der modernen Anschauung herrschenden Ver- 
hältnissen einer diskreten Massenverteilung nicht gerecht werden. 
Dagegen stehen die im zweiten Band der neuen m^canique Celeste 
von TissERAND olmc Kritik wiedergegebenen Maxwell sehen Unter- 
suchungen über das Saturnsystem als Gleichgewichtsfigur zwar auf 
dem Boden der modernen Auffassung von der Struktur des Satum- 
ringeSy wie sie bekanntlich Herr von Seeligeb in seinen grund- 
legenden Arbeiten über das Saturnsystem in erster Linie mit be- 
gründet hat.') Indes sind die Maxwell sehen Schlüsse mathematisch 
unzulässig, da sie auf einer durch unerlaubte Vernachlässigungen 
ermöglichten Integration der DifiFerentialgleichungen des Problems 
beruhen, ein Punkt, hinsichtlich dessen ich auf Herrn von Seeligers 
kritisches Referat über diesen Gegenstand yerweise.') 

In neuerer Zeit hat Darwin weitere wichtige Beiträge zur 
Theorie der ringförmigen Gleichgewichtsfiguren geliefert Nach 
Darwins und nach Poincar^is Untersuchungen über die Theorie 
der Gleichgewichtsfiguren sind die ellipsoidischen Figuren und die 



*) I. Zur Theorie der Beleuchtung der großen Planeten, insbesondere 
des Saturn. Abhandlungen. München. Bd. XVI, 2. Abteilung, 1887. — 
n. Theorie der Beleuchtung staubförmiger kosmischer Massen, insbesondere 
des Saturnringes. Abhandlungen. München. Bd. XYIII, 1. Abteilung, 1893. 

*) Maxwells und Hirns Untersuchungen über die Konstitution des Saturn- 
ringcs. Münchener Sitzungsbericbte. Bd. XXIV, 2. Heft,';i894. 



§ 50] Elftes Kapitel. Grundzüge der mechanischen Theorie usw. 295 

yerschiedenen Ringfiguren nicht die einzig möglichen Gleicbgewicbts- 
figuren, sondern es existieren z. B. noch solche von schwach bohnen- 
förmiger, von doppelschleifenförmiger und von eiförmiger Gestalt, 
die zum Teil da, wo sie Spiegelbilder bilden, auch in der theoretischen 
Astronomie für die Theorie der Doppelsteme von Wichtigkeit sind. 
Nach diesen kurzen, orientierenden allgemeinen Bemerkungen 
über die verschiedenartigen möglichen Gleichgewichtsfiguren wenden 
wir uns unserem speziellen Problem, der Untersuchung der Erde als 
Gleichgewichtsfigur und damit der Theorie der ellipsoidischen 
Gleichgewichtsfiguren zu. Vorerst behandeln wir in der ersten 
Abteilung des folgenden Paragraphen das Problem ganz allgemein, 
indem wir einleitend fragen: ist es überhaupt möglich, daß eine 
rotierende Flüssigkeit ellipsoidische Gleichgewichtsfigur werden kann, 
ohne daß man über das Achsenverhältnis des EUipsoids eine Voraus- 
setzung macht? 

§ 50. ünterrachting "des Eotationsellipsoids als Oleichgewichtsfignr. 

a) Allgemeiner Nachweis, daß ein ganz beliebiges, flüssiges, 
rotierendes Ellipsoid überhaupt im Gleichgewicht sein 

kann. 

Um zunächst einleitungsweise zu untersuchen, ob es überhaupt 
möglich ist, daß eine homogene flüssige Masse, die sich um eine 
Achse dreht, in der Form eines beliebigen EUipsoids als Oleich- 
gewichtsfigar möglich ist, seien a^h^c die Halbachsen, und x, y, z 
die Koordinaten irgend eines Massenteilchens eines EUipsoids. Dann 
ist allgemein das Potential des dreiachsigen EUipsoids auf einen 
innem Punkt nach § 33 und nach § 41: 



TP- j r du ( X* , y' . ** ^ \ 

J Q l a* + M 6* + w c* + tt J 

u 

WO' 

und <T die Volumdichte des EUipsoids ist Die Gesamtmasse des 

EUipsoids ist dann: 

jW s= ^naabc. 

Indem wir diesen Wert von V in Gleichung (4) § 49, b, a ein- 
setzen, erhalten wir: 
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CAp. _ _ .8 Mk^ C~~ ( "' + y* + ** \ 



CD 



Das Integral: 



OD 



/ 



4ü 



«/ 



wird jetzt aber, da es x, y, z sieht enth&lt, konstant Das Integral: 

wird gleichfalls konstant Da nämlich der Druck allgemein in einer 
Wechselwirkung der Flüssigkeitsteilchen zueinander oder zu einem 
festen Körper (Gefäßwand) besteht, so kann an der freien Ober- 
fläche der Druck nur Null sein. Infolgedessen ist letzteres Integral 
hier konstant, und wir können die Eonstanten in eine zusammen- 
ziehen. Daher ergibt sich als Gleichgewichtsbedingung für 
die freie Oberfläche: 

QO OD QO 



Ist: 

(2) 



^'(-5-+^+^)-^' 



die Gleichung dieser freien Oberfläche, so ergeben sich durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten von «', y^, z^ aus den beiden letzten 
Gleichungen die drei Bedingungen: 



(3) 



2a)> _ r du _ G^ 
iMk* J <?(a" + M) "" a* 



QO 

2<o* __ r du 





C 



00 

_ r du 

J Q{c* + u) " 








die jedoch nur zwei Gleichungen repräsentieren, weU C eine noch 
zu bestimmende Konstante ist. Eliminiert man diese, so hat man 
nur noch zwei Gleichungen. Wir können es nun so einrichten, daB 
die eine von diesen Gleichungen co nicht enthält, während die 
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andere m enthält Jene ergibt dann die Bedingung, daß einEllip- 
soid überhaupt Gleichgewichtsfigur sei, während die zweite 
Gleichung die zugehörige Botationsgeschwindigkeit angibt. 
Wir haben nunmehr zu untersuchen, ob das in den Gleichungen (3) 
enthaltene Resultat möglich ist Dazu eliminieren wir zunächst o) 
aus den beiden ersten Gleichungen und erhalten: 



Eliminiert man hieraus C mittels der dritten Gleichung, so folgt: 

op 00 

(4) («3 _ ^2) ^J______ _J___ « . 



Diese Bedingung ist erfüllt, entweder wenn a = b ist, in welchem 
Falle das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid mit der c -Achse als 
Rotationsachse ist; oder wenn die ElammergröBe Null ist: 

r o> b* du f e^du _ ^ 



oder, auf einen Nenner gebracht: 

QO 



(5) 




(?• 



dU:=^0. 



Diese Bedingung (5) muß erfüllt sein, wenn das Ellipsoid über- 
haupt Gleichgewichtsfigur sein soll. Freilich kommt es auch 
noch darauf an, ob sich für die Rotationsgeschwindigkeit ein 
reeller Wert ergibt, was nachträglich jedoch bewiesen werden wird. 

Wie man sieht, ' kann kein 
Element des Integrals (5) negativ 
sein, außer wenn: 



d. h. wenn: 



c< 



ab 




7j:?rr-^ 



ist Fig. 71. 

Denkt man sich nun ein recht- 
winkliges Dreieck mit den Katheten a und &, so folgt aus der 
Ähnlichkeit der beiden Dreiecke ACL und AGB (vgl Fig. 71): 

*:A = ya« + *»:a. 
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Der Wert des Perpendikels vom rechten Winkel auf die Hypotenuse 
ist also: 

Nach dem vorstehenden soll nun aber c < A sein; h aber, das einer- 
seits dem rechtwinkligen Dreieck BGI) mit der Hypotenuse a, 
andrerseits aber auch dem rechtwinkligen Dreieck ACB mit der 
Hypotenuse b als Kathete angehört, ist also einerseits kleiner als a 
und andrerseits kleiner als &; daher ist auch c kleiner als a und 
als b, falls das Integral (5) verschwindet. Wird nun aber c sehr 
klein, so wird offenbar das Integral negativ und daher existiert 
stets ein gewisser Wert von c, flir den Gleichung (5) erfüllt ist. 

Denn fllr großes c ist der Wert der zu integrierenden 
Funktion immer positiv, und also auch das Integral. Für 
kleines c ist der Wert der zu integrierenden Funktion von m = 
bis u = (a^Ä^/c^ — a^ — Ä* negativ, für größere u dagegen positiv. 
Wenn nun: 



^*fA _ a« - i» > 



ist, so ist offenbar: 

a«6« 



- o« - 1« 




L« + 6' - ^ ~) U + W» 



(I) / ^ -^-^ du < 0, 



hingegen: 



(II) / ^ ^.-^ rf,. > 0. 




U«+ 6« - - ^-Au + !*• 



<? 



1 



Da aber Q^ > 7/^ also Qj^ > u^ ist, so ist: 




(a« + &^ - -^] u + «*« 




7= ^ • //t 



f*'= tt 



du . 



" •'- - a» - fc« ^ _ o« - fc« 



Das letztere Integral und also (II) kann aber durch Vergrößerung 
der unteren Grenze, d. h. durch Verkleinerung von c der Null be- 
liebig nahe gebracht werden, während das Integral I absolut ge- 
nommen immer größer wird, wenn die obere Grenze größer wird. 
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Es kann also jedenfalls c so klein gemacht werden, daß das negative 
Integral absolut genommen das positive (II) überwiegt, so daß das 
ganze Integral in (5) von bis oo negativ wird. Und da sich das 
Integral in (5) stetig mit c ändert, für gewisse große c positiv, für 
gewisse kleine c negativ ist, so muß es dazwischen ein c geben, für 
das die Gleichung (5) erfüllt ist 

Daß ferner der Wert von <o reell ist, zeigt sich, wenn man 
von der ersten der Gleichungen (3) die dritte abzieht. Setzt man 
dabei für C seinen Wert aus der dritten der Gleichungen (3), 
so folgt: 

Ü ü 

oder zusammengezogen: 

.n\ 2 w' _ a' — c* r ud u 



Dieser Wert ist positiv, weil c < « ist . Somit existiert also für 
unser Problem ein reeller Wert der Winkelgeschwindigkeit um die 
c-Achse, und mithin ist erwiesen, daß ein dreiachsiges, homogenes, 
flüssiges EUipsoid, das sich um seine kleinste Achse dreht, in der 
Tat Gleichgewichtsfigur sein kann. Die zu Anfang aufgeworfene 
allgemeine Frage, ob eine rotierende Flüssigkeit überhaupt die 
Gestalt einer ellipsoidischen Gleichgewichtsfigur annehmen 
könne, hat somit eine bejahende Antwort gefunden. Diese Tat- 
sache, daß ein dreiachsiges Ellipsoid im Gleichgewicht sein kann, 
wurde erst im Jahre 1834 durch Jacobi gefunden, während die 
Untersuchung des Rotationsellipsoids als Gleichgewichtsfigur bereits 
ein halbes Jahrhundert früher von Laplage und D'Alembebt erfolg- 
reich durchgeführt wurde. Wir werden im folgenden auf die weitere 
Untersuchung des dreiachsigen Ellipsoids als Gleichgewichtsfigur 
von anderen Gesichtspunkten ausgehend zurückkommen, wobei uns 
die Fragen nach der Winkelgeschwindigkeit, bis zu der ein [drei- 
achsiges Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur möglich [ist, ferner die 
weitere Frage, ob nur ein oder ob mehrere verschiedene dreiachsige 
Ellipsoide mögliche Gleichgewichtsfignren sind, und ob schließlich 
die dreiachsige Gestalt für die Erde als Gleichgewichtsfigur in Be- 
tracht kommt, vor allem beschäftigen werden. Zu Jagobis Zeit 
waren diese Fragen noch nicht sämtlich geklärt Zunächst jedoch 
beantworten wir diese Fragen der Reihe nach fllr das Rotations- 
ellipsoid. 
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b) Die allgemeine Grundbedingung für das Rotations- 
ellipsoid als Gleichgewichtsfigur. 

Zunächst betrachten wir also den Fall, daß a ^ b sei, d. h. daß 
ein abgeplattetes Rotationsellipsoid vorliege, dessen Achsen c 
und c(l + 6*)V> seien. Dann geht, wenn a die konstante Dichte 
der rotierenden flüssigen Masse bezeichnet, bei Einführung der 
Masse: 

M= ^c»(l +6^l1Pflr 

Gleichung (6) zunächst über in die folgende, indem a' = c' + c^«' ist: 

00 



Dies Integral transformieren wir, indem wir setzen: 

(2) c» + M = e»c«cotg»i>'. 

Dann wird: 

a^ + u = c»(l +€«) + « = c»6»(l + cotg*i?'')f 

oder: 

a^ -{- u ^ b^ + u = c*e^ cosec* &'. 

Der Wert von Q wird mithin: 

Durch Differentiation von (2) folgt aber: 

, 2 6^c^ coto &' d a' 

Bin* ^ 

Daher wird ausgerechnet: 

du 2 da' 



Q sc 

und: 

^'«' ^ n" 7 .-^-^7T-r-T -- -^(«* - tang^^Osin»*'^*'. 

Femer ergibt sich aus (2) für die untere Integralgrenze ti == 0: 

1 = « cotg &Qf also : &q ■« arc tang « . 
Für die obere Grenze u = oo aber wird: 

cotg*;=oo, *; = o. 
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Mithin wird Gleichung (1): 

arctang« 



Nun ist aber: 



/• 8 Q.' ja/ ^' sin 2^ 
sin* & d& =a — — 



2 4 



J J cos'd^ J cos*^ ' 

also: 

ftang« *' sin» &' d.r = tang *' -^ | ^' + ?'^^^ ^ . 

Daher wird das unbestimmte Integral in (3): 

±f{.* - tang» »') 8in» »' d»' = -1 [.« (f - - -^'^f ^-' ) 

-tang,y+|*'--«2^*' 

Für die untere Grenze verschwindet dies unbestimmte Integral 
offenbar, für die obere Grenze wird: 

.y= arctang«, tangö-'=£, sin 2 ,r = j^^^, = j^^- , 
also: 

ö* _ 2 [ 3 / arc tang 6 * ^ a. ^ ^^^ **"^ ® ® 

2näk* "" fi" r V 2 2 (i'+^j ~ ^ "^ ^ 2 2(T + fi») 

oder ausgerechnet: 
oder, wenn man: 

(*'») 2^-*' - f' 

setzt, auch: 

... (8 4- «•) arc tane a — 3 e 

(4c) (i = -^^ 



6» 



Das also ist die allgemeine Grundbedingung dafür, daß ein 
Rotationsellipsoid Gleichgewichtsfigur ist 

Dies Resultat haben wir nun zu diskutieren, um die Grenze 
der Winkelgeschwindigkeit, bis zu der ein Rotationsellipsoid als 
Gleichgewichtsfigur möglich ist, zu bestimmen, und um zu sehen, 
ob ein oder mehrere verschiedene Rotationsellipsoide mögliche 
Gleichgewichtsfiguren sind. 
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c) Bestimmung der Grenzen der Botationsgeschwindigkeit 
und Abplattung, bis zu der stets zwei verschieden ab- 
geplattete Rotationsellipsoide mögliche Gleichgewichts- 
figuren sind. 

Nun ist zu untersuchen, innerhalb welcher Grenzen von a> ein 
abgeplattetes Rotationsellipsoid als Gleichgewichtsfigur existiert 
Zunächst ist klar, daß in der transzendenten Gleichung (4 c) b eine 
reelle Größe sein muß, wenn /jl und o) reell sein sollen, und daß 
deshalb verlängerte Rotationsellipsoide nicht Gleichgewichtsfiguren 
sein können, sondern bloß die abgeplatteten Rotationsellipsoide. 
Denn es war a* = c*(l + a^, wobei c die Rotationsachse bezeichnet 
Es ist also a^ > c*, wenn 6* > beim abgeplatteten Rotationsellipsoid, 
und a^<c\ wenn 6*<0, s also imaginär beim verlängerten Rotations- 
ellipsoid, letzteres mithin unmöglich. Daß a> reell ist, wurde in 
Abteilung a) für das dreiachsige Ellipsoid bewiesen. Daß o} für 
kleines e, also beim schwach abgeplatteten Rotationsellipsoid (wie 
es die Erde darstellt), positiv ist, folgt durch Entwicklung von 
arctang6 in Gleichung (4 c) Abteilung b). Setzt man nämlich an 
Stelle von arctange die drei ersten Glieder der Entwicklung, so folgt: 

fi = ^ — j— c — — + ^8 = + T 5 ** + Glieder höherer Ordnung. 

Da demnach /jl positiv ist, so ist o) reell, da fi dem Quadrat von a) 
proportional ist 

Wichtiger ist die Frage der Bestimmung von e für ein ge- 
gebenes cjy d. h. die Beantwortung der umgekehrten Frage, ob für 
jedes fi ein Wert von s existiert, von der Bescha£fenheit, daß das 
zugehörige Rotationsellipsoid Gleichgewichtsfigur ist Mit anderen 
Worten, ob, wenn (o gegeben ist, nur ein oder ob mehrere Werte 
von 6 existieren, die der Gleichung (4 c) genügen. 

Zur Entscheidung dieser Frage brauchen wir bloß die Kurve 
zu untersuchen, die sich durch Darstellung von fi als Funktion 
von 6 ergibt Jeder Wert von fi bestimmt dann eine Gerade 
parallel zur e- Achse, und für ein bestimmtes fi existieren ofiienbar 
so viel reelle positive Wurzelwerte der Gleichung (4 c), als Schnitt- 
punkte der jW- Kurve mit der betreffenden Parallelen existieren. 
Wir bilden: 



dji __ 1 
de fi^ 



- (9 + 3c2) arctange + 9e+ ^^Z"''']^ + 262 arctange- 3« 

1 ^" G 
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oder: 






~^~f -{9-Y^^^xi^ifinge 



Setzt man zur Abkürzung: 

(1) (i+y(9+.') - "'*'**°s' = *w, 

80 wird: 

(2) j-? = '5-*w- 

Um ein Bild der Funktion dfxjde zu. erhalten, brauchen wir bloß 
die Funktion 0(6) zu untersuchen und dazu müssen wir otfenbar 
den Differentialquotienten von 0{e) nach 6 bilden, da die Kenntnis 
der Tangente in jedem Punkt einer Kurve genügt, um eine Vor- 
stellung von ihrem Verlauf zu erhalten. Durch Ausrechnung 
findet man: 

d0(8) 8«* (3 -8«) 



(3) 



de (1+ fi«)« (9 + ay 



Dieser Differentialquotient ist stets positiv, wenn (3 — 6*) positiv 
ist, also wenn 6*< 3 oder 6 < y*6 ist, und negativ, wenn 6 > ]/3 
ist. Die Funktion 0(8) wächst also mit wachsendem 6 bis zum 
Wert € = yä, dann wird der Diflferentialquotient Null, 0(6) besitzt 
also an dieser Stelle ein Maximum und nimmt hierauf wieder ab. 
Da also 0(«) wächst bis « = ]/3, so wird, da 0(ö) = ist nach (2), 
auch ^ ju / J 6 bis dahin positiv bleiben , und mithin wird dfijiie 
negativ jedenfalls erst für Werte von e, die größer als y8 sind. 
Da sich nun 0(6) bei ins unendliche wachsendem 6 der Grenze 
— nj2 nähert, da arctangoo = 9r/2 ist und das erste Glied von (l) 
verschwindet, so muß es für einen einzigen bestimmten Wert von 6, 
der größer als j^ ist. Null werden. Für diesen Wert ist dfilde = 
und hat also /a ein Maximum. Außerdem hat aber die Gleichung 
dfi/de = noch die Wurzel e = 0. Als jenen Wert von b, für den 
dfxfdt = wird, ergibt die numerische Auflösung der Gleichung (2) 
durch Probieren 6 = 2,5293. Der diesem Wert von 6 genügende 
Wert von ju, der das einzige Maximum darstellt, ergibt sich durch 
Einsetzen des letzteren Wertes von 6 in Gleichung (4 c) (Abteilung b) 
und ist (i = 0,2246. Femer folgt aus Gleichung (4c), daß für: 

6 = auch u = und ebenso .^ = 0, 

^ de 

£ =CJO „ /i = ,, „ ue^ 
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ist Und zwar ergibt sich das wie folgt Es ist ja: 

arctange = «-. — + -^--i^ + ... . 
Setzt man: 

arctang« = « — — + «*9P(«), 

wo (p{B) für yerschwindendes e endlich bleibt, so ergibt sich: 

A« = -^[(3 + «»)(«- I- + «X«)) - 3«], 



oder: 



0t 



und dieser Wert wird Null für « » 0. Femer wird: 



oder: 



Clin— Qfi + '^g* , i^ 



-«B 



««^qpW, 



^^^ (l+e«)(9 + a«) 



oder^ ausgerechnet: 



^^""^ (l+««)(9 + a«) 



und 



da 1 + «' 



wo 6^ X (<) die höheren Potenzen Ton s als die dritte enthält^ so daB 
diese beiden Werte mit yerschwindendem « verschwinden. Daß für 
6 = 00 auch ju a und dfilde = ist, folgt aus (4c) und (2) direkt 
Damit ist das Bild der Kurve gegeben^ die den Zusammenhang 
zwischen der Gleichgewichtsfigur undderGröBe der Rotations* 




&' 2^293 



Fig. 72. 



geschwindigkeit ergibt Denn wählt man e als Abszissenachse und 
IX als Ordinatenachse und trägt die Ordinaten in einem beliebigen 
Maßstab auf^ so geht die Kurve, da fbr 6 = auch pL = dfilda ^ 
ist, vom Koordinatenursprung aus und berührt in demselben die 
Abszisse; hierauf steigt sie an und erreicht das Maximum für die 
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Abszisse « a 2,5203, um sich von da ab wieder andauernd zu senken, 
da der Differentialquotient immer negativ bleibt, und nähert sich 
der Abszissenachse schließlich asymptotisch, wie Fig. 72 zeigt. 

Somit existieren also für ein ft, das kleiner ist als 0.2246, 
zwei Werte von «, c^ < 2.5293 und ^> 2.5293, die der Be- 
dingung (4 c) (Abteilung b) genügen, wie eine Parallele zur 6 -Achse 
zeigt, so daß also zwei verschieden abgeplattete Rotations- 
ellipsoide allgemein der Gleichgewichtsbedingung (4c] bei derselben 
Winkelgeschwindigkeit genügen. Dabei ist: 

also: 

(4) a^ = c\l + B^, 

dagegen die Abplattung ihrer Definition nach: 

(5) «=^^, 
cc also aus e berechenbar. Ua nun: 



c = 



ist, so wird: 

(6) a = 1 - 



yi+ 



8' 



/! + 



e 



1 



Wenn man für die numerische Rechnung: a s tang e, also 
0^ = 1 — cosi e 2sin'^z setzt, so ergibt sich für « «> 2.5293 als 
Wert der Abplattung: 
(7) a = 0.632 

und dieser Wert bezeichnet also die Abplattung für die äußerste 
Rotationsgeschwindigkeit, für die noch ein Rotationsellipsoid Gleich- 
gewichtsfigur sein kann. Für e = wird nach (6) auch ck =s 0, 
während sich mit wachsendem e die Abplattung a der 1 nähert. 
Für alle diese Werte der Abplattung ergeben sich aus Fig. 72 zu- 
gehörige Werte von: 

und mithin der Rotationsgeschwindigkeit o). Somit können also zwar 
alle Abplattungen zwischen und 1 vorkommen, allein für die 
Rotationsgeschwindigkeit ergibt sich eine obere Grenze. 

Der Fall /i « schließlich entspricht dem Fall o? « 0. Für 
6 = ist die Gleichgewichtsfigur eine Kugel. Mit wachsendem to 
aber nimmt « und folglich die Abplattung a immer mehr zu, bis 

Buchholz, Angewandto Mftthemfttik. 20 



0)« 
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schließlich die Grenze 6 =? 2.5293^ für die das Maximtim fi = 0.2246 
eintritt, in Fig. 72 durch Punkt P bezeichnet, erreicht wird. Eine noch 
weitere Steigerung der Winkelgeschwindigkeit, für welche kein 
Rotationsellipsoid mehr als Qleichgewichtsfigur existiert, fährt auf 
die Yon Poingab^ und Dabwin untersuchten interessanten Gleich- 
gewichtsfigurengebilde ^] f deren Betrachtung außerhalb des Rahmens 
der hier gesteckten Aufgabe fällt. 

Für dieselben Rotationsgeschwindigkeiten gibt es aber noch 
andere, und zwar abgeplattetere Rotationsellipsoide als Gleich- 
gewichtsfiguren. Die Abplattung kann dabei bis 1 zunehmen, da 
fbr ju = die Größe e = oo ist, so daß das Ellipsoid in eine Ebene 
degeneriert. Da aber die Gesamtmasse konstant bleibt, so ist das 
offenbar nur dadurch möglich, daß die Äquatorachse a = oo wird. 
Das Ellipsoid degeneriert also in diesem Fall in eine unendlich 
große, unendlich dünne Ereisscheibe. 



§ 51. Untersuchung des dreiachsigen EllipsoidB als 

Gleichgewiohtsfigur. 

a) Die beiden allgemeinen Grundbedingungen, welche das 
dreiachsige Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur bestimmen. 

Wie wir bereits zu Beginn dieses Kapitels gesehen haben, sind 
die Rotationsellipsoide nicht die einzig möglichen Gleichgewichts- 
figuren, sondern auch dreiachsige Ellipsoide können im Gleich- 
gewicht sein, und unsere Aufgabe ist es, die am Schluß von § 50 a 
Air das dreiachsige Ellipsoid aufgeworfenen Fragen nun in d^selben 
Reihenfolge zu beantworten, wie sie zuvor für das Rotationsellipsoid 
behandelt wurden. Für die Erde freilich kommt, wie wir später sehen 
werden, das dreiachsige Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur nicht in Be- 
tracht, da die Erde, als dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid betrachtet, 
eine mit der Erfahrung im Widerspruch stehende walzenförmige 
Gestalt haben müßte. Indes ist der strenge Beweis hierfür wichtig, 
abgesehen von dem großen rein mathematischen Interesse, welches 
das komplizierte froblem des dreiachsigen Gleichgewichtsellipsoids 
bietet, dessen von Laplage nicht erkannte, von Jacobi nur zum 
Teil gegebene Lösung erst von dessen Schülern allseitig vervoll- 
ständigt wurde. 

') Vgl. Acta Mathematica Bd. VIL Philosophical Transactions 1S87. 
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Um zunächst die von Jacobi selbst bereits beantwortete Kardinal- 
frage, ob und wann ein dreiachsiges Ellipsoid Gleichgewichtsfigur 
sein könne, nochmals in anderem Zusammenhange, als es bereits in 
§ 50 a geschah, zu behandeln, wodurch wir zugleich die ftir die 
weitere Behandlung des Problems notwendigen Voraussetzungen ge- 
winnen werden, gehen wir aus von Gleichung (5) § 50 a: 

OD 



( a« + 6* - -^^-j—j u + «* 



(1) I ^ -^, -^ du^O, 





wo: 



ist. In dieser Gleichung setzen wir: 

(2) ^'=5"' '""^i^' u^c^v 
und erhalten zunächst: 



oder: 

CD 

(3) ^,^-j - - Qv- dv^O. 



Jetzt wird: 

« = c3|/(;,+r)(^ + «)(! + .), 

oder: 



Q = -^/(i + ^'i;)(l + fov){\+ v), 

ytw 



Nun setzen wir: 



(4) y{l + t'v){l + wv){l + v)= h\ 
Dann geht Q über in: 

^ yriv 

und Gleichung (3) wird, nach Weglassung des von Null verschiedenen 
Faktors: 

OD 

(5) - / ^^ ^3 r/r = 0. 
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Das ist die erste Fundamentalbedingung für das dreiachsige 

Gleichgewichtsellipsoid, die oo nicht enthält. 

Aus Gleichung (6) §50a aber erhält man, wenn man den 

Wert von M: 

Jlf = ^abc na 
einführt: 



a 



OD 



2abc 



Setzt man nun wie früher wieder: 

2n<yk 

SO wird: 



* ^a^-c^ C udu 

~n ffW "" " a« J Q (a* + u) (c« 4- u) 



(6) 9-J'i.Y = ^ 



GO 





oder^ wenn man im Zähler und Nenner mit [h^ -|- u) multipliziert: 

oc 

tC)du 








Führt man jetzt mittels der Formeln (2) und (4) f, w, v ein, so er- 
hält man, da: 



«•-"'^i-*' 



wird: 



a« 



OD 



9 (1 + tt' v) d 9 



(6a) ti-t'{l-t')f ^ 



Aus (5) folgt nun aber: 



00 CD 



f. .Cvdv ., rv{l+tcv) r 



OD 

(7) ^-(1-0(1-«^)/- 





und damit erhält man: 

vdv 

u 
Aus Gleichung (5) ergibt sich auch: 

(8) (1 - t') (1 - u>)f^^ = f rnf^pL dv . 

U 

Hiermit folgt aus (7): 

(9) f.^fwJ-^'^P-dv. 
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Das ist die zweite Fundamentalbedingung f&r das dreiachsige 
Gleichgewichtsellipsoid, welche (o enthält 
Im Hinblick auf Gleichung (6) folgt jetzt: 



OD 





Es ergibt sich also immer eine positiye Zahl für o)^ so daß hierin 
keine Beschränkung der Lösbarkeit enthalten ist Hätte sich er- 
geben, daß für a>' nur unter gewissen Bedingungen eine positive 
Zahl heraus käme, so wären diese Bedingungen solche für die 
Existenz des Ellipsoids als Gleichgewichtsfigur. Ziehen wir das 
Resümee, so gibt also Gleichung (5) die Bedingung dafür, daß das 
durch die Zahlen t' und to charakterisierte dreiachsige EUipsoid 
überhaupt Gleichgewichtsfigur sein kann, während Gleichung (9) die 
Bedingung dafür ist, daß bei der gegebenen Botationsgeschwindig- 
keit das Ellipsoid Gleichgewichtsfigur ist. 

Mithin ist es jetzt unsere Aufgabe, to und t' bei gegebenem ^ 
so zu bestimmen, daß sie die beiden Gleichungen (5) und (9) be- 
friedigen. Erweist sich das als möglich, so ist ein dreiachsiges 
Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur denkbar. Daß es in der Tat 
existiert, zeigt folgende Betrachtung. In § 50 a wurde bewiesen, 
daß c < a und ebenso c < & ist Daher ist, da: 

t ^ -T und: tr =5 -^ 

ist, auch: 

t' <l und: IT = < 1 . 

Setzt man nun in der linken Seite von Gleichung (5) ^ » 1 — w, so 
erhält man: 

und dieser Wert ist negativ, da ^ > und w > ist Setzt man 
dagegen in der linken Seite von Gleichung (5) ^ = 0, so erhält man: 



und dieser Wert ist positiv, da to < 1 ist 

Da nun der Wert der linken Seite von Gleichung (5) sich stetig 
ändert mit t\ so muß es offenbar zwischen und 1 — w einen 
Wert von t' geben, für den Gleichung (6) erfüllt ist^ und daher gibt 
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68 also in der Tat jedenfalls ein, eventuell mehrere dreiachsige 
Ellipsoide — was noch zu untersuchen ist — , die den Bedingungen 
des Gleichgewichts genügen; mit anderen Worten: das dreiachsige 
Ellipsoid ist eine mögliche Gleichgewichtsfigur. 

Die zweite Frage, wann dies eintritt, beantwortet sich sofort 
aus den zuvor gefundenen Bedingungen, daß: 

^' < 1 , tc < 1 , also: c < a, c < b 

ist, d. h. das um eine seiner Achsen rotierende dreiachsige 
Ellipsoid ist nur dann Gleichgewichtsfigur^ wenn seine 
kleinste Achse Rotationsachse ist. Daß für (o^ eine positive 
Zahl herauskommt, aber haben wir bereits gesehen. 

Die Beantwortung der Frage nach der Grenze der Winkel- 
geschwindigkeit und Abplattung, bis zu welcher ein dreiachsiges 
Ellipsoid Gleichgewichtsfigur sein kann, sowie die weitere Frage 
nach der Gestalt eines solchen Ellipsoids hingegen ist weit schwieriger 
zu beantworten und wird nur durch eine Reihe von Kunstgri£fen 
lösbar, die sich allmählich historisch herausgebildet haben und von 
Schülern Jacobis gegeben worden sind. 



b) Bestimmung der Grenzen der Rotationsgeschwindigkeit 
und Abplattung, bis zu welcher stets ein und nur ein drei- 
achsiges Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur existiert und 

der Gestalt dieses Ellipsoids. 

Setzt man von den beiden voneinander abhängigen Größen t' 
und w die Größe t' = 0, so folgt aus Gleichung (8), da das Integral: 





nicht Null ist, 1 — «? = 0, also «7=1, während für f' = 1 aus der 
rechten Seite tr = folgt. 

Daß mit einer Zunahme von t' eine Abnahme von w verbunden 
ist, erweist sich wie folgt. Die Gleichung zwischen t' und tr, die 
bestehen muß, wenn das durch diese Zahlen charakterisierte Ellipsoid 
Gleichgewichtsfigur sein soll, war: 



oo 
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Setzen wir jetzt: 

F(t ^tcj^'-J — ^, d V , 



so wird die Gleichgewichtsbedingang: 

^^^(^» = 0. 
Aus derselben erhält man den Differentialquotienten: 

dF 



dt' dF 

dw 

Um zunächst zu zeigen, daß dw/dt' < ist, beweisen ¥rir, daß: 



dF ^ r. , dF ^ ^ 

ö-f <^ ^^- Tii- < ^ 



ist Es wird: 



00 



dF \-v~iov* r, , ., ,, , ,, 21 " Ä' 



dv. 





Da nun: 

B =y(l + fv){l + wv){l + v) 
ist, so wird: 

also: 

00 



dF_ r2v(l + ic •)• (1 +/f )(l+f ) + [{l-f-tc)v - ficv*]3v(l + tgp)(l+r) , 



u 
oder: 

OD 



_2-|f =/.lil±^-±i^[2(l + ^'r)(l + ««) 



+ 3(1 - r— ir)t> — 3<'M?ü*]dr, 
oder: 



Setzt man jetzt: 

(3) /-^^^[2 + (3 - ^ - w)v - t'wv^dv = fj, , 



(4) f^— [2 + (3 - t'- «)« - t'wv^ dv^f,,. 



812 



Zweite Abteilung. Höhere Geodleie. 



[§&1 



80 wird: 

(5) 






Nun kann man das erste der beiden letzteren Integrale dadurch 
umformen, daß man ein anderes subtrahiert^ dessen Wert Null ist. 
Es ist nämlich: 



00 



(6) 



y« (1 + V) 
dv 



dv^O, 



da J? zwischen den Grenzen nicht yerschwindet und t?*(l + v)IJi^ 
sowohl für die obere als auch für die untere Grenze verschwindet 
Femer ist: 



v^ (1 + V) 



oder: 






dv 



(7) ig' ^ t>(2 + 3g)(l + ^t>)(l+trr)(l+r) ^^ ! p^ ^' , 

oder: 



.■rVl + r) 

Weiter hat man aber: 
. 1 



(2 + Sv)(l'hfv)(l + wv) , Ä» 



Ä' 



dv . 



Ä* 



oder: 



2Ä' 



[/'(l +u^ü)(l +ü) +ti;(l +t't;)(l +t;) + (1 +^'t;)(l +icü)]. 



»-i~ 



8 



2i2« 



[t'+ w + 1 +2(^'+ tr + fw)v + St'wv^. 



dv 

Femer ist: 

2(2 + 3t?)(l +t'v)(l +wv)^ 4 + {6 + 4t'+4w)v + 

und weiter: 

- 3r[t' + io+ 1 + 2{t' + tD + t'w)v + at'wv^ 

« -(3/' + 3w + 3)t;-(6^' + 6tr + 6rtr)r» - 9t'ti7ü», 

also Gleichung (7) auch: 



Ä» 



0^9 



2R' 



[4 +(3 + t' + M?)ü - 2^'trü2 - St'tTü»], 
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Daher wird Gleichung (6): 



00 



(8) r^— ^[2 + i(3 + ^' + w)v - t'wv^ - it'wv^dv = 0. 



Durch Subtraktion der Gleichungen (8) und (8) ergibt sich nunmehr: 



(9) 



OD 





Es war aber: 



00 00 



(l-m-u,)J'-^^u>t'f'-^,^dv 



oder: 







00 00 00 

dv 



(1 -0(1 -tr)j -gr-w*j -^ = j -gr- 



oder: 







(.-<•- »)/=!;-/ 



00 





Der Integralwert rechts ist nun aber positiv, ebenso derjenige links ; 

daher ist: 

1 — < — 10 >0, 

also: 

DaB 172 ebenfalls positiv sei, kann nicht so bewiesen werden. Wir 
können aber statt Gleichung (5) auch schreiben: 

(10) -21^ «17,(1« H + ir(i7, + f^,) 
und können jetzt zeigen, daß: 

ist Aus Gleichung (9) folgt nämlich: 

00 

(11) C*l!l^^i-t'-w^fv,v'\dv^\i,^. 



Durch Addition von (4) und (11) aber ergibt sich: 

00 



(12) 



JrV^^g _^,_ ^j^j + «) rf„ = ,, + 1,^ 
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und dieser Wert ist ofiFenbar positiy, da 3 — <' — u? > ist. 

Ebenso ist: /^ « x r. 

(l-ftr)>0 

und folglich nach Qleichung (10): 

dr ^"• 

Da femer F{t\ w) in t' und w symmetrisch ist, und tj^ und ly, eben- 
falls symmetrisch sind, so braucht man nur t' mit w zu vertauschen, 
um dFjdw zu erhalten: 

(13) _24J-,,(l_fO + ''(fl, + *fl,). 

Demnach ist dFjdw ebenfalls negativ und somit auch nach 
Gleichung (1): , 

Während mithin t' von bis 1 zunimmt, nimmt w von 
1 bis ab. Dabei müssen sie sich einmal begegnen, d. h. 
es muß ein und kann nur einmal t' ^ w werden. Dann aber 
wird nach den Gleichungen (10) und (13): 

BF _ dF 
dt' " du? 

und folglich wird in diesem Falle: 

(») (I?-) - - ' • 

^ '<* = « 
Nun haben wir zu untersuchen, wie sich die Größe: 

mit f in Gleichung (7) (Abteilung a) verändert Nach dieser Gleichung 
ist fi abhängig von t' und tr, wobei jedoch zwischen t' und w die 
Gleichung (5) (Abteilung a) besteht, so daß jti als von t' allein ab- 
hängig ersöheint, und es ist: 

dfjL d fi . d fi dto 

dV " TV "^ ~d~w TF ' 

also nach Gleichung (1): 

^ ^ dt' du " Bt^ dw dw dr ' 

Um nun dfi/dt' wirklich zu bilden, differentiieren wir Gleichung (9) 
(Abteilung a) partiell nach t' durch und erhalten: 



OD 

d 
d 



t' =/^^^'-f«'-«"'iir(l + '')(l + ««')]. 
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oder: 

QO 

-!<'»(! + »)(l + w»)], 

oder: 

00 

(16) ^^u>f-^^^^^^^[l-it'u,v' + (w-it')v2. 



Setzt man jetzt: 

00 



(17) 



/r(l + VydV fM n ., «. 



so ist y ein symmetrischer Ausdruck^ der sich bei Yertauschung 
von t' und to nicht ändert Ferner setzen wir: 



OD 



(18) y^vi^^=,,. 



Dies Integral y^ ist offenbar positiY, weil die zu integrierende 
Funktion zwischen den Qrenzen nur positive Werte hat und die 
untere Grenze kleiner als die obere ist. 
Die Qleichung (16) wird jetzt: 

(19) 4-f^ = «,y + («,-iO«'yi. 

In dieser Gleichung sind y und y^ positiv. Von y^ haben wir es 
bereits gesehen, von y aber muß es bewiesen werden, da für große v 
der Faktor \^\t'fDv^ negativ werden kann. Nun ist aber: 

QO 

(20) ^y^ r_^(L+J^^(4 + 4,,«.2^'irt;»-2t'trü8). 



Durch Subtraktion von (20) und der mit 2 durchmultiplizierten 
Gleichung (8) ergibt sich auch: 

00 

(21) 4y=r-^(l±^[(l -*'-«)« + «'«>«»]. 



Da aber l^t' — w nach dem früheren stets positiv ist, und 
t'wv^ ebenÜEÜls, so ist 4;^ und daher auch y selbst positiv. 
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Durch Yertauschong yon t' mit w erhält man den Ausdruck 
dfjildw, der Gleichung (19) analog ist, hat also die beiden 
Gleichungen: 

Nach Gleichung (5) war nun aber: 

(23) * analog ist: 

Jetzt können wir Gleichung (15) wirklich bilden, indem wir die 
linken und rechten Seiten der Gleichungen (22) und (23) je mit- 
einander multiplizieren. Dadurch ergibt sich: 

oder: 

+ ^'j IT f ' {n^ + f 173)]'. 

In diesem Ausdruck ist aber der zweite Klammerfaktor der rechten 
Seite positiv, da, wie bewiesen, i^j,/ und y^ positiv, also auch f}^y 
^"^d n^y^ positiv sind, und wt'<t\ folglich auch t'+w-^wt' 
positiv ist; ebenso ist, wie früher gezeigt, tj^ + ^v^ positiv. Somit 
ergibt sich das Resultat, daß: 

(24) ^{rj, + fj,n-plr=-{t'-w)P 

ist, wo P eine positive Größe ist Da nun der Faktor von dju/ift 
negativ ist, so ist^ wenn t' nahe der Null Ist» t'<, Wy also die rechte 
Seite letzterer Gleichung negativ, mithin dfijdt' positiv, d. L die 
Kurve muß, wie Fig. 73 zeigt, ansteigen, während sie für ^'> w fällt 
Es ist somit, wenn: 

t' >w ist, -^ stets negativ, 

t' <w ist, -^ „ positiv, 
und daher wird för ^' = ir = ^I : 



also (jL ein Maximum. 



dr ^' 
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In ähnlicher Weise wie früher beim Rotationsellipsoid denken 
wir uns auch jetzt die Funktion fi wieder als Kurve konstruiert, 
indem wir t' als Abszisse, imd fi als Ordinate eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems betrachten und die Ordinaten in einem beliebigen 
Maßstabe auftragen. Nun war ja: 



OD 



' = '""Im 



v(l + v)dv 



[y(l + t'v)(l +i€v)(l +r)J 



Dieser Ausdruck ist symmetrisch hinsichtlich t' und w, und es ver- 
schwindet (jL für ^'= und tr = 0. Dem tc = entspricht aber t' = 1. 
Also erreicht die Kurve die Abszissenachse im Punkte t' « 1 (vgl. 




Fig. 78 a. 




Fig. 73a). Eine dieser Kurve kongruente Kurve ergibt sich, wenn 
man w statt f als Abszisse nimmt (vgl. F^. 73 b). Der vom Maximum 
rechtsliegende Teil der Kurve 73 b entspricht dann dem links vom 
Maximum liegenden Teil der Kurve 73 a; diese Teile sind jedoch 
nicht symmetriscL 

Somit existiert also nur für Botationsgeschwindigkeiten, f&r die 
i^^^o ^' ^^ dreiachsiges Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur, und 
zwar existiert offenbar nur ein einziges dreiachsiges Gleich- 
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gewichtsellipsoid für ein und dieselbe Winkelgeschwindig- 
keit, und nicht, wie es nach der Figur infolge der zwei Durch- 
schnittspunkte einer Parallelen zur Abszissenachse mit der Kurve 
scheinen könnte, deren zwei, während beim Rotationsellipsoid aller- 
dings zwei verschieden abgeplattete Qleichgewichtsellipsoide bei der- 
selben Winkelgeschwindigkeit möglich waren. Denn die zwei Werte 
von t\ welche im jetzigen Falle der Kurve angehören, für deren 
jeden scheinbar ein anderes dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid 
existiert, liegen so, daß der eine kleiner, der andere größer ist als t^', 
die Abszisse für tr^^. 

Von den beiden Durchschnittspunkten Ä und B einer Parallelen 
mit der Abszissenachse liegt also der eine links, der andere rechts 
vom Maximum in Fig. 73a. In Fig. 73 b dagegen entspricht dem 
Punkt B der Fig. 73 a Punkt B\ und dem Punkt A der Punkt A\ 
so daß offenbar einer Vertauschung der beiden Durchschnittspunkte 
der Parallelen mit der Kurve eine Vertauschung von t' mit w ent- 
spricht Nach den Ausdrücken für t' und w: 

bedeutet aber eine Vertauschung von t' mit w nur eine Vertauschung 
von a mit b. Und somit unterscheiden sich die zwei fraglichen 
dreiachsigen Gleichgewichtsellipsoide nur dadurch, daß sich bei ihnen 
a und b vertauscht: d. h. es liegt in Wahrheit nur ein einziges 
dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid in zwei um 90^ gegen- 
einander gedrehten Lagen vor. 

Solange also jt^ ^ C^o)mmx. ^^^> existiert stets eia und nur ein 
dreiachsiges EUipsoid, das als Gleichgewichtsfigur betrachtet werden 
kann, während für fi>fiQ kein dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid 
mehr existiert, weil dann die Kurve von einer Parallelen zur 
Abszissenachse nicht melir geschnitten wird. 

Die weitere, naturgemäß zu beantwortende Frage ist die, nach 
der numerischen Größe des Grenzwertes fi^. Da früher be- 
wiesen wurde, daß wenn ju^ 0.2246 ist, zwei Rotationsellipsoide 
mögliche Gleichgewichtsfiguren sind, so sind also für: 

fi < 0.2246 

sicher zwei Rotationsellipsoide, und, bis zu einer sogleich zu be- 
stimmenden, unterhalb dieser Zahlengrenze liegenden Grenzzahl, 
auch noch ein dreiachsiges EUipsoid, drei mögliche Gleichgewichts- 
figuren. Um diese Grenze von fi^ zu präzisieren, gehen wir aus 
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von den Gleichungen (7) und (9) Abteilung a (§ 51), also von der 
Gleichung: 

00 CD 

fi=(\ - 0(1 - t€)j -^,- = t wj -^^ , 



die sich für: 

wie folgt schreibt: 



Zur Bestimmung Ton fi^ aus dieser Gleichung setzen wir: 

wo c und a die Halbachsen des in diesem speziellen Fall ein- 
tretenden Gleichgewichtsellipsoids sind, das also im Grenzfall ein 
Rotationsellipsoid ist, jedoch ein dreiachsiges, solange fi < fiQ ist 

Führt man jetzt an Stelle von v eine neue Variable | ein, 
indem man setzt: 

ü«-^,— , also: l + i; = -i-, dv^--^dS, 

so wird für t> = die Größe | « 1 ; für t; = oo aber wird 1 /| = oo, 
also 1 = 0. Ferner wird: 

Daher folgt einerseits: 



und andrerseits: 



so daß: 

^ ^ 2 (1 + a«) J (1 + 8« n' J " (1 + 8» ^V 



ist. 

Um diese beiden Integrale, das erste /^ das zweite J^, auf be- 
kannte zurückzufahren, setzen wir zur Abkürzung: 
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/ 1 



(27) 







also auch: 

1 



f'(l+8«P)'rff 






D» 



= c. 



u 

Zur Berechnung dieser Integrale ^) setzen wir e | = r und er- 
halten zunächst: 



Nun ist aber: 



(1 + T«)' 



.11-1 



(iT 



1 X* 

1 2(n-^l)—^ , 



also durch Integration: 
(28) 



(1 



-hn- - r — ^^1- - 2(« - 1) f-^^ 



Andrerseits ist: 







M m € 

r dt r T'rfi _ r di 

J (1 + 1»)" J (1 + tr ~ J (1 + »•)" -^ 



also: 



(29) 












Setzt man diesen Wert in Gleichung (28) ein, so geht dieselbe 
über in: 

9 e t 

_'.,/ • ^' -2(«-l)/' ^- + 2(n-l)r-^i— 



(1 

oder: 

(30) 



/ rfr e 2n-8 T dr 
(l+O" 2(n-l)(l+8«r"^ 2n-2j (l + O""^ 



Da nun: 



') Einen anderen Weg, als wir ihn hier eingeschlagen, vgl. SchlOmilch, 
Compendium der höheren Analysis I, Kap. XI, g 69. 
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/ -f^ = arc tang « 



Ü 



ist, so folgt aus (30) für n = 2: 



/(tÄ)' = W4^ + Y*'^«'**"««' 



ü 



und für 71 SS 3: 



r dz ^ 

j (1 + rV ""4 




• +' 



(1+fi*)-' • 4 L'^(i+«*) 



2 .Ix 

+ —- arc tang e 



Durch Bilden der Differenzen nach Gleichung (29) und Division 
mit 8^ ergibt sich: 



j_ r T*di 





und damit fbr n » 3, 2, 1 die gesuchten Integralwerte: 

^ = - -— ^— -- + - ^-.fe^ + -g^ arc tang«, 



^ ^»-^-(l-yarctange). 
Durch diese gefundenen Integralwerte A, B, C lassen sich nun 



/j und J^ ausdrücken. Es wird: 



- (1 + 6«)|» + (2 + «2)|2(1 + «2|2) _ |S(1 + ,2|y _ ,4|4(1 _ |2)^ 

ebenso: 



^V->- ^'^^r^'^ -ni-a 



und damit: 
(32) 



6' 



f /i=-(l + £»).4 + (2 + «^Ä-C, 



/.«.l+i!.^_^ 



2 



ci 



Auf Grund der Gleichungen (81) ergibt sich jetzt aus (32) als 
Wert von J^ in Funktion von e nach einer kleinen Reduktion der 
Ausdruck: 



"^i^Yi^ 



e(3 4-6*) 



(«2 -3) arc tang 8 + -^ 



und damit folgt nach Gleichung (26): 

(33) /-o = iV [arc tang s («^ - 3) (1 + b^) + 8 (3- + 8^)] . 



BüOHHOLZy Angewandte Mathematik. 
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Zar Berechnnng von (Aq muB 8 bekannt sein; die Bestimmungs- 
gleichung für denjenigen Wert von e, der dem Maximalwert jti^ ent- 
spricht» aber folgt aus der Bedingung, daß für: 

t = w = L= - , 

sein muB: 

So ergibt sich dorch Ausrechnung: 

«M«^i-«^j) = = - Ce« + BIb^{2 4- fi«) + 1] - A[b^{1 + 6«) + 1 + £«] 

oder: 

(34) = - C«2 + (jB - ^)(l + 62)2. 

Setzt man schließlich in diese Gleichung die Werte von A, B, C 
nach (31) ein, so ergibt sich die Bestimmungsgleichung für dasjenige 6, 
welches in Gleichung (33) einzusetzen ist, um den Maximalwert /Uq 
zu erhalten. Nach einer kleinen Beduktion erhält man: 

(35) 0=-3«- 13 8« + arctang6(3 + 148* + 36*). 

Diese transzendente Gleichung kann nun aber nur eine reelle 
Wurzel haben, da t' und to, die durch die Gleichung: 

-J ^3 dv^O 



verbunden sind, nur einmal zusammenfallen können, und dieser 
Wert, in dem sie zusammenfallen, ist ^^' oder 1/(1 + 6*) genannt 
worden, wobei 6* immer positiv sein muß, da t^' < 1 sein muß. Die 
numerische Lösung von Gleichung (35), die den Maximalwert fi^ 
ergibt, wird sogleich angegeben werden. Zuvor addieren wir noch, 
um die Bestimmungsgleichung für ß^ in etwas einfacherer Form zu 
erhalten, Gleichung (35) zu Gleichung (33), die wir dazu wie folpt 
schreiben: 

(36) ^B^fiQ = 36 + €» + arctang6(- 3 - 26* + 6*). 
So ergibt sich: 

4 6Vo =-12«' + arctang6(12€2 + ie*), 

und daher für den fraglichen Maximalwert /jl^ die Bestimmungs- 
gleichung: 

,nn\ (8 + 6*) arc tanff e — 8 e 

das ist aber ein aus der früheren Theorie bereits bekannter 
Ausdruck, nämlich die zuvor in § 50, b) gefundene allgemeine 
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Grundbedingung (4c] für das Rotationsellipsoid als Gleich- 
gewichtsfigur. 

Daß unser dreiachsiges Ellipsoid im Grenzfall ein Rotations- 
ellipsoid ist^ ist selbstverständlich, da hier i » w^ also a ^h ist. 
Wir erhalten jetzt also denselben Zusammenhang zwischen € und ju, 
wie beim Rotationsellipsoid überhaupt, so daß unser jetziges be- 
sonderes Rotationsellipsoid, das den Grenzfall der dreiachsigen 
Gleichgewichtsellipsoide bezeichnet, keine Ausnahmestellung 
einnimmt, indem auch hier: 

c* 1 



a« 1 -I- fi' 

ist, wie in Gleichung (4 c) § 50 b. Und da zu einem gegebenen jU 
nur zwei Rotationsellipsoide nach Gleichung (4c) gehören, so muß 
das jetzige Grenzrotationsellipsoid als Gleicbgewichtsfigur mit einem 
der beiden früheren zusammenfaUen. 

Löst man die transzendente Gleichung (35) numerisch durch 
Näherungen auf, so ergibt sich als Wert von 6, der sie erfüllt und 
zum Maximalwert ju^ gehört: 

€ =1.3940. 

Mit diesem Wert aber ergibt sich nach Gleichung (37) der gesuchte 
numerische Grenzwert, bis zu dem stets ein und nur ein 
dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid möglich ist: 

)tio = 0.1871. 

Die Abplattung des Grenzellipsoids, das die dreiachsigen 
Ellipsoide von den Rotationsellipsoiden scheidet, aber wird auf 
Grund des für 8 gefundenen Zahlenwertes, da für den Grenzfall: 






c« c« 



a« 6« 1 + fi« 

ist, numerisch, wenn man, wie auf S. 305: 

1 i 

a^l — -y=^=:, 6 = tangi, a = 2sin*" 

setzt: 

« = -?^1^ = 0.4173. 

n 

Dieser Zahlenwert zeigt, daß dies Rotationsellipsoid, welches 
den Grenzfall der dreiachsigen EUlipsoide als möglicher Gleich- 
gewichtsfiguren bezeichnet, sehr stark abgeplattet ist, da die 

21* 
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Rotationsachse c nur wenig über die Hälfte der anderen Achse a 
beträgt^ indem: 

:^ = 1 - a = 0.5827 

a 

ist. 

Wenn nun fi < (Iq ist, so haben wir zwei Wurzeln 6, von denen 
die eine kleiner, die andere größer ist als 1.3946, und folglich 
ist die der einen Wurzel zugehörige Abplattung größer, die der 
anderen Wurzel zugehörige Abplattung kleiner, als obiger Zahlen- 
wert für a angibt. Man hat also für den einen Hauptschnitt mit 
der Rotationsachse eine stärkere, für den anderen eine geringere 
Abplattung a. Die dreiachsigen Gleichgewichtsellipsoide müssen 
demnach in einer Richtung wenigstens noch stärker abgeplattet sein, 
als obiger Zahlenwert angibt, und somit ist man hinsichtlich der 
Frage nach der Figur der dreiachsigen Gleichgewichts- 
ellipsoide zu dem Resultat gelangt, daß diese Ellipsoide eine 
sehr langgestreckte Gestalt besitzen müssen. 

Es ist von besonderem Interesse, diese Gestalt in einem be- 
stimmten Fall, demjenigen der Erde, unter der Annahme, daß 
dieselbe ein dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid sei, näher zu präzi- 
sieren. Dabei wird sich zeigen, daß man für die Erde auf eine 
mit der Wirklichkeit im Widerspruch stehende Gestalt kommt, wo- 
durch dann der Beweis erbracht ist, daß die Erde, als Gleich- 
gewichtsfigur betrachtet, nur ein Rotationsellipsoid sein kann. Diese 
Betrachtungen sollen theoretisch wie numerisch auch deshalb noch 
hier durchgeführt werden, weil für die Erde als dreiachsiges 
Gleichgewichtsellipsoid lange Zeit hindurch die falschen 
MEYERschen Werte der Halbachsen angenommen wurden und 
noch bisweilen heute zitiert werden in populärwissenschaftlichen 
Schriften, deren Verfasser über dies Problem der höheren Mechanik 
sich mathematisch im Detail nicht selber informiert zu haben 
scheinen. 

Ehe wir uns dieser interessanten Untersuchung zuwenden, geben 
wir zuvor ein kurzes Resümee der vorstehend im Prinzip ab- 
geschlossenen Theorie durch eine kurze: 

Zusammenstellung der über die ellipsoidischen Gleich- 
gewichtsfiguren gewonnenen Resultate. 

Rotiert eine homogene flüssige Masse von der Dichte g mit 
der Winkelgeschwindigkeit co um eine gedachte Achse, so sind, 
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falls der aus den gegebenen Daten des Problems sofort zu be- 
rechnende Wert: 

erstens: 

iu^ 0.1871 

ist^ stets drei Ellipsoide als Gleichgewichtsfiguren möglich, nämlich 
zwei Botationsellipsoide und ein dreiachsiges Ellipsoid. Von diesen 
drei ESlipsoiden ist das eine Botationsellipsoid weniger, das andere 
starker abgeplattet 

Liegt zweitens fA zwischen den Grenzen: 

0.1871 <|ti< 0.2246, 

so gibt es kein dreiachsiges Ellipsoid als Gleichgewichtsfigur, sondern 
nur ein schwächer und ein stärker abgeplattetes Rotationsellipsoid. 
Im Fall, daß drittens: 

fi > 0.2246 

ist, existiert kein Ellipsoid mehr als Gleichgewichtsfigur, wohl aber 
die zuvor erwähnten, von Poincab:^ und Dabwin untersuchten Gleich- 
gewichtsfiguren, deren Betrachtung außerhalb der Grenzen der hier 
gesetzten Aufgabe liegt, da für die uns hier lediglich interessierende 
Frage nach der Figur der Erde vom Standpunkt der Gleichgewichts- 
figurentheorie betrachtet, allein die Theorie der ellipsoidischen Gleich- 
gewichtsfiguren in Frage kommt 

Während die Grenzfälle für die Rotationsellipsoide die 
Eugel und. die unendlich dünne Kreisscheibe sind, erhalten 
wir als Grenzfall bei den dreiachsigen Ellipsoiden den unend- 
lich dünnen, unendlich langen Ereiszjlinder (Kreis, weil 
zwei Achsen gleich sind), da für )ti =» auch co « und: 

^'=0, w = l, oder: to = 0, ^'=1 

ist, so daß im Hinblick auf die Werte von f und to: 



folgt: 



oder: 






c c 

=s , -.- = 1 , also: a = 00 , b ^ c, 

a ö 



CO 

— = 1 , — Ä , also : b = CO , a = c . 
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c) Anwendung der ellipsoidischen Gleichgewichtsfignren- 
theorie zur Bestimmung der Gestalt der Erde. 

ce) Unteranohung der Gestalt der Brde als drelaoheigea Glelchgewichts- 

eHipsoid. 

Wir machen nun die Anwendung der zuvor entwickelten Theorie 
auf die Erde, indem wir die Achsenverhältnisse bestimmen ^ die sie 
als dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid haben müßte. Jagobis be- 
kannter Schüler Meyeb gelangte durch Vernachlässigungen, die, wie 
wir zeigen werden, prinzipiell unzulässig sind, zu Werten der Halb- 
achsen, die von den richtigen gänzlich abweichen. In den siebziger 
Jahren hat dann Herr Eostea, von ganz anderen Gesichtspunkten 
ausgehend, als wir sie zuvor entwickelt haben, mittels einer Methode, 
die sich auf die Anwendung der Thetafunktionen stützt, richtige, 
unter sehr weitgehender Aunäherung abgeleitete Werte fiir die Halb- 
achsen, welche die Erde als dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid 
haben müßte, aufgestellt 

Wir geben hier nur eine genäherte numerische Anwendung 
der zuvor entwickelten Theorie, die natürlich, unter weniger Ver- 
nachlässigungen, mit etwas mehr Rechenaufwand auch genauer 
durchgeführt werden könnte. Die so im folgenden erhaltenen Zahlen- 
resultate stimmen indes, wie wir sehen werden, schon beinahe voll- 
ständig mit den Eostka sehen überein. 

Zunächst müssen wir die in den vorstehenden Untersuchungen 
auftretende Größe: 

in astronomischen Einheiten ausdrücken, indem wir in bekannter 
Weise als Masseneinheit die Sonnenmasse, als Zeiteinheit den mitt- 
leren Sonnentag, und als Einheit der Entfernung die Distanz, Erde- 
Sonne, und zwar ihre „mittlere Entfernung" annehmen, die das 
arithmetische Mittel aus der Periheldistanz a (1 + e) und der Aphel- 
distanz a(l + e), d. h. der kleinsten und der größten Entfernung in 
der Bahnellipse ist In diesen Einheiten ausgedrückt ist bekannt- 
lich der Wert der GAUssschen Konstanten oder Gravitations- 
konstanten, deren mit Hilfe des zweiten oder dritten EEPLEBschen 
Gesetzes leicht zu bestimmender Wert: 



*) Vgl. die in meiner Neubearbeitung von Klinkerfus' Theoretischer 
Astronomie (Braunschweig, Friedrich Vieweg & Sohn, 1899), zweite Auflage, 
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iirt, numerisch: Jog A = 8.23558 - 10, 

wobei T die Umlaufszeit der Erde um die Sonne bedeutet 

Betrachten wir femer, um an Stelle der in der zuvor ent- 
wickelten Theorie, in der Formel für fx verwandten Dichte er, die 
Dichte der Erde selbst einzuführen, diese, der Wirklichkeit äußerst 
nahe entsprechend, als abgeplattetes Rotationsellipsoid mit den Halb- 
achsen a und c-, so wird, da der Kubikinhalt des Eotationsellipsoids 

ist, seine Masse also, wenn c die Volumdichte bezeichnet: 

(2) m = ^na^ctT 
ist, die Dichte der Erde theoretisch: 

(3) ff = - 



n a- c 



d. i. also ein numerisch berechenbarer Wert. 

Bezeichnet femer T die Eevolutionsdauer eines Himmelskörpers, 
ausgedrückt in mittleren Sonnentagen, die für die verschiedenen 
Planeten verschieden ist, so ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde 
um ihre Achse: 2 7r 

Auf Grund dieser Werte wird theoretisch für die Erde: 

Bezeichnet schließlich A" den scheinbaren Aquatorealdurchmesser 
und C den scheinbaren Polardurchmesser der Erde, ausgedrückt in 
Bogensekanden, der in Richtung der kleinen oder Rotationsachse 




Fig. 74. 

fällt, und zwar in der Entfernung 1 von der Sonne aus gesehen, so 
sind die Halbachsen der Erde, ausgedrückt in der astronomischen 
Längeneinheit, gezählt in Bogensekunden nach Fig. 74: 
a = sinJ-^", c = sinJ-(7". 

in der vierten Vorlesung y,Die KEPLEssche Bewegung in Kegelschnitten 
um die Sonne'' S. 33 gegebene Ableitung. 
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Durch Einführung dieser Werte wird der Ausdruck (4), wenn man 
den Sinus mit dem Bogen vertauscht, was wegen der Kleinheit der 
Winkel ^ A!' und \ C" offenbar gestattet ist, und in bekannter Weise 
vom Bogenmaß auf Linearmaß übergeht : 

^ " Sk^mT^ (206264.8)» ' 

oder: 



oder: 



n* 1000 



8 A* (206 264.8)" 1000 



// 1 /-»/f 






fx = [1.10274 - 10]-::-^, 



1000 m T' 
Für die Erde ist nun aber: 

Ä'^ 17.6, C"= 17.55", log 1000m = 7.48887 - 10, 

rp 23.9345 
^ = 24 ' 

mithin: 

(5) |tt = 0.002247. 

Der Wert (4) von ju läßt sich theoretisch indes auch noch anders 
berechnen. Bezeichnet nämlich wieder <t die mittlere Dichte der 
Erde und M ihre Masse: 

wo a der Aquatorealradius ist; dann ist diese Masse, multipliziert 
mit der Gravitationskonstanten A^, dividiert durch ac, das geo- 
metrische Mittel der Beschleunigung der Schwere am 
Äquator und am Pol, indem: 

( 3 TKT a c) — __ Beschleunigung am Äquator , 



also: 



ist. 



^ ■t 71 g a — _ Beschleunigung am Pol , 
-^ — = 4 jr <T Ä Ä* = 21 



und folglich ist, wenn m das Verhältnis der Zentrifugal- 
beschleunigung zu 9( ist: 

a oi^ 

da die Zentrifugalbeschleunigung allgemein gleich dem Produkt des 
Abstandes der Rotationsachse in das Quadrat der Winkelgeschwindig- 
keit ist Daher wird der Wert von ^ auch: 

ö)« 2 

ß ^ -^i TT = "X" 'W . 

^ 2n<Tk* 3 
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Die Schwingungsdauer des Pendels ist nun aber: 



=«i/?. 



wo / die Pendellänge und g die Beschleunigung der Schwere be- 
zeichnet Die Länge des Sekundenpendels, fllr welches ^ = 1 
ist, wird demnach, wenn man als Zeiteinheit die Sekunde 
annimmt: 



n* 



also die Beschleunigung der Schwere: 

Wenn wir nun unter ^ das eben bestimmte geometrische Mittel ä 
verstehen, so wird: 



m = 



a w' 



9 

Und wenn femer wie oben: 

« = -^ 

ist, wo T der siderische Tag ist, so wird: 

9 4 an* 



2^« ' 

also: 

4a 

Somit erhält man, da: 

^ = |m 

war, für ju auch den Wert: 

(4a) ^ = -^^^ , 

wobei für die Länge des Sekundenpendels / das geometrische 
Mittel aus der Länge des Sekundenpendels am Pol und am Äquator 
zu nehmen ist. Auf G-rund dieser Formel könnte man fi auch 
berechnen und erhielte einen von dem nach Formel (4) berechneten 
etwas Abweichenden Wert 

Da nun nach Fig. 73 für kleines /i die Größe t' entweder der 
Null oder der 1 nahe gleich ist, so folgt aus der Kleinheit des 
letzteren ju-Wertes für die Erde ohne weiteres, daß entweder t' sehr 
klein und nahezu w =^1, oder w sehr klein und nahezu ^' » 1 ist. 
Wir wollen t' als sehr klein betrachten und tc = 1 — f 'j setzen, wo 
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t\ gleichfalls sehr klein ist; so daß höhere Potenzen von t' und t\ 
zu yemachlässigen sind. Die zuvor gefundene Gleichung: 

(1 _ t') (1 - u,)f^ = /' « J « (1 + -) ''«' 
in der: 



ü 



Ä = ]/(!+ f'i;)(l +WV)(1 +V) 

ist; wird dann: 

(6) fi=^{i-nt\Ä=^{i^t\)t'£, 



wo: 



00 QO 

(1 -h r) » dv 



U Ü 

ist und JR jetzt den Wert hat: 

Ä» =« (1 + t?)(l + t'v)[l + v- t\v). 

Würde man jetzt, wie es Meyee tut, in R, da t' und t\ als 
klein vorausgesetzt sind, t'v und t\v gegenüber der 1 vernach- 
lässigen, so wäre das ein unerlaubtes Verfahren, da t; beliebig 
große Werte annehmen kann und demnach t'v, auch wenn f sehr 
klein ist, doch sehr groß werden kann. Schreibt man jedoch Ä* in 
der folgenden Form: 



B'=.{l + v)^{l + t'v){l-^) 



so ist es berechtigt, in diesem Ausdruck die Größe t\ »/(l + v) 
gegenüber der 1 zu vernachlässigen, so daß also: 

(7) A= f ^^^ --, B= f ^^^— .- 



zu setzen ist, während man bei der zuvor charakterisierten Ver- 
nachlässigung: 

OD 00 



erhielte, wobei für l + t'v nur 1 gesetzt ist, was unzulässig ist 
wegen der oberen Grenze der Integrale. 

Um die beiden Integrale (7) auf bekannte zu reduzieren, setzen 
wir: 

t'v^j^l, also: l + t'v=:j, dv^-^-^d^, 
t?--py, l + t^= p^ 
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Für t? = wird: y = 1 , also | = 1 , 

„ t? = oo „ y = 00, „ 1 = 0. 

Dann werden die beiden gesuchten Integrale (7) zunächst: 

1 1 





Da nun: 






ist, so folgt zunächst durch partielle Integration für das erste der 
beiden Integrale (d) der Wert: 



Da aber fudv » mü — fvdu ist, so wird, wenn man: 

also: 

setzt, obiges Integral auch: 



2{t'-l)J [14-«'-l){]' ' 



da uo für die Grenzen und v verschwindet; oder da: 



dl * ' 2 

ist, auch: 



2(r-i)j LH-(r-l)|J« 





oder definitiv: 

1 



(9) 



2(1'- 1)J [l + «'-l)|J« 
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Zur Berechnung dieses Wertes aber sind die beiden Integrale 
zu bestimmen: 

1 1 

f f^'dS _ j, f__£tll__ r- 





oder auch: 





indem 1 — ^'=s c^ gesetzt ist, wo a nahe gleich 1 ist. 
Setzt man jetzt: 



o(l-oÖ *-' dl (l-«l)' 

so folgt durch partielle Integration: 



^/= 



« (1 - o f ) 



2aJ 1-«|* 







(^1) ^1 = »n -»^ - TT/* ' 



wo: 



gesetzt ist Femer sei § = y^, dann wird: 

*^ J 1 — ay 



ein Ausdruck, den wir auch wie folgt schreiben können: 

111 

^ «Jl-ay« oJl-ffy*aJl-«y«' 



oder: 

1 1 

n9^ ^ 2 Ml-cty')dy 2 T dy 

^^ ^" aj (l^oy«) "^«Jl-cry«* 



Zur Berechnung des zweiten Integrals der rechten Seite von 
Gleichung (12) aber hat man: 



1 + )/o y 1 - V« y 1 - o y* 
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Daher wird; 



2 

a 



r äy ^ l r r dy r dy_ 

J 1-ay' "IJ l+yiy J l-Vay 



and: 



r dy 

J i + V> 



J 

/ 



1 +Väy 



dy 



1-V^y 



also: 



(13) 







r« |o 

--L/(l_y^y)r; 

K« 



2 r rfy ^ 1 / 



1 + j/ü 



Mithin wird Gleichung (12): 

Setzt man schließlich, da o; = 1 — t' ist, wo t' sehr klein ist, unter 
Vernachlässigung höherer Potenzen von /': 

so wird genügend genau: 

i+V« 



(15) 



/ 



-1 -1^. 



= / 









also Gleichung (11) mit Eücksicht auf (14) und (15): 

rr _ ^ __ J / 2_4. L_ i[i +(i-iO l\ 

^1 (1 - Ö^ 2(1 - f)\ 1 - i' "^ (1 _ ^-z. * [l - (1 - iojj ' 

oder wenn man ^', weil klein, gegenüber der 1 vernachlässigt: 

(16) ^',-?--|/^ + 3. 

Für das zweite der beiden Integrale (10) erhält man analog, 
indem man wieder | = y* setzt: 



(17) 
oder: 



r - 9 C_ylßy 



ü 



rfy 
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oder, da: 



ist, auch: 



1 + «y* = ^[(1 + y^y)* + (1 -Y^y)*} 










Das letzte dieser drei Integrale ist durch Gleichung (18) bereits 
bestimmt; die beiden ersten werden: 






dy 



(1 - Va y)« 

dy 

(1 +Vo y)« 



1 

yi 1 - 


1 


1 


1 



V« 1 + V« y 



Daher wird Gleichung (18): 



1 + v^ 



laV^^ 



. 1 - y« . 



• » 



oder^ wenn man wieder c^ =: 1 — /' setzt: 

T, _i 1 1^ 1 1 1 

(1 - f /'» [ 1 - (1 - 0*'*J J 
oder^ wenn man wieder f gegenüber der 1 Yemachlässigt: 

•'^ 2 U/' 2 ""KT 

oder, da 1/^ und ebenso /(I/O ^^^^ 8^^^ ^^^^^ genügend genau: 

(19) «^'« = T+Y^7- 

Die der Rechnung zugrunde zu legenden Werte der beiden 
Integrale (10) sind somit: 



(20) 






c 
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Die beiden Integralausdriicke (8) aber werden im Hinblick auf 
(9) bei Einführung von J\ und J\ zunächst: 



A=- ' 



3 j/ ^ r' 



(21) \ 2(^-1) 

Bei Einffthrung der Werte von J\ und /', nach (20) wird 
zunächst: 

oder: 

^=-T{-T + "f-^(' 
oder, da f sehr klein ist, genügend genau in definitiver Form: 



(22) 



A^.l + ±t'l'' 



2 • 2 4 

f 



j9 = - 3 - /. 



4 

Bei Einführung dieser Werte vnrd die Bedingungsgleichung (6) 
für die Erde als dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid zu- 
nächst: 

oder genügend genau: 

(23) /* = «'i(y + |''4)=-''(3 + 4)- 

Indem man den Bbigg sehen Logarithmus von 4 in den natürlichen 
verwandelt 14 = 1.88630, ergibt sich als Bestimmungsgleichung für f: 

/i = -. ^'(1.61370 + /0> 

aus der sich im Hinblick auf den zuvor für /i gefundenen Zahlen- 
wert (vgl. Gleichung (5)) bereits beim zweiten Versuch der Wert: 

log ^' = 6.5500 - 10 

ergibt Femer ergibt sich: 

/ — = - 9.33022 , ^t'l-^ =^- 0.004966 
4 «4 

und damit nach (23): 

fjL « 0.495034 1\ , 
woraus: 

t\ = 0.004537 , 1 - ^'1 = 0.995463, log(l - t\) = 9.99803 

folgt 
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Nun war aber: 



a 

Daher wird: 



a 



logyr = log- = 8.2750, 



log|/,.H; = logA = 0. 



00098 . 



Somit ergeben sich fiir die Halbachsen der Erde, wenn man 
dieselbe als dreiachsiges Gleichgewichtsellipsoid betrachtet, 
die folgenden Zahlenwerte: 



-?i = 53.1, *- = 1.0023, 

c e 



und auf Grund derselben die folgende, mit der Wirklichkeit im 
Widerspruch stehende Fig. 75: 




Fig. 75. 

Die Werte, welche Kostka durch ein, wie bereits erwähnt wurde, 
von dem zuvor entwickelten gänzlich verschiedenes Verfahren^ mittels 
Entwicklung nach Thetafunktionen jGindet, sind: 

- = 52.4425 , - = 1.0023134 . 

c 

Dieselben befinden sich, wie man sieht in vorzüglicher Über- 
einstimmung mit den zuvor gefundenen Werten, während Meyer 
die unrichtigen Werte: 

- = 19.57 , - = 1.018 

c c 

fand. 

Bezüglich der Ableitung der Kostka sehen Resultate sei auf 
dessen Abhandlung in den Monatsberichten der Berliner Akademie 
vom 10. Februar 1870 verwiesen. Hier möge nur noch das urteil 
RiOHELOTs über Kostka s Arbeit Platz finden. Am 30. Januar 1870 
schrieb Richelot über diese fundamentale Arbeit an Weiebstbass: 

„Soviel ich weiß, ist keine genügende und sichere Methode bis 
jetzt bekannt, die Achsenverhältnisse des dreiachsigen Gleichgewichts- 
ellipsoids zu berechnen. Dies veranlaßte mich im Jahre 1868 meinen 
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talentrollen Schüler (Kostka), nachdem er während seiner Universitäts- 
studien in diese Untersuchungen und in die Theorie der elliptischen 
Funktionen von mir eingeführt wax, die Aufgabe zu stellen, eine 
solche Näherungsmethode zu suchen und an demjenigen Resultat 
namentlich zu prüfen^ welches von dem ausgezeichneten Schüler 
Jagobis (Meysk), dessen Name in diesen Untersuchungen rühmlichst 
bekannt ist, gewissermaßen noch unter den Auspizien seines unsterb- 
lichen Lehrers gefunden und später von allen Geometern als 
richtig angenommen war. Ich meine die Achsenverhältnisse 
bei der Umdrehungsgeschwindigkeit unserer Erde, die Herr Prof. 
0. Meyeb im 24. Bande des Grelle sehen Joumales zuerst angegeben 
hat, ohne die Art der Berechnung auszuführen. Ohne letztere zu 
kennen, hegte ich doch seit längerer Zeit Bedenken gegen die mir 
von Jacobi und Meyeb darüber angedeutete Art der Berech- 
nung und hielt die Resultate für unrichtig. Herr Eostka hat in 
jeder Beziehung meine Erwartungen vollkommen gerechtfertigt Seine 
von ihm ausgedachte, in demselben Jahr mir mitgeteilte Näherungs- 
methode fand ich sicher und geeignet; aber sie gab völlig ab- 
weichende Zahlenresultate für das genannte Beispiel. Die 
Wichtigkeit des Gegenstandes sowie die Eigentümlichkeit seines Ver- 
fahrens veranlaßte mich, Herrn Eostka vorzuschlagen, die Resultate 
noch auf andere Weise zu prüfen. Infolgedessen fand er eine 
andere einfachere Methode. Es ist dieselbe, welche ich Ihnen in 
einem das Wesentlichste enthaltenden Auszuge, den ich der Aka- 
demie vorzulegen bitte, mitteile.*' — 



ß) Untereachung der Gestalt der Srde als Bwelaohsigea Q-leiohgewichts- 

ellipsoid. 

• 

Aus den zuvor. berechneten Zahlenwerten geht hervor, daß die 
Erde, als Gleichgewichtsfigur betrachtet, kein dreiachsiges 
Ellipsoid sein kann und somit ein Rotationsellipsoid sein 
muß. Betrachtet man die Erde nun aber als ein solches, unter Zu- 
grundelegung der früher entwickelten Theorie einer flüssigen Masse, 
d. h. unter Voraussetzungen, die, wie in den Vorbemerkungen von 
Abteilung B dargetan, der Wirklichkeit nicht allseitig ent- 
sprechen, so gelangt man zu einem Wert des Achsenverhältnisses, 
der voji dem wirklichen nicht unwesentlich abweicht. Das zeigt, 
daß die zuvor bei Entwicklung der ellipsoidischen Gleichgewichts- 
figurentheorie mathematisch notgedrungen gemachten Annahmen, 

BuOHHOLz, Angewandte Mathematik. 22 
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wie z. B. die einer bomogenen Flüssigkeitsmasse, itü* den einstigen 
Zustand der Erde, als sie sich zu einer Gleichgewichtsfigur einstellte, 
wie ja auch selbstverständlich ist, nicht genügend entsprechende sind, 
um nun die Gestalt der Erde als Gleichgewichtsfigur 
im Fall des Rotationsellipsoids festzustellen, gehen wir aus Ton 
der allgemeinen Gleichgewichtsbedingung für das EotationseUipsoid 
§ 50 b Gleichung (4 a): 

^ = — ^,— arctangc~-j5-. 

Entwickelt man arc tang 6, so folgt, wenn man höhere Potenzen von 6» 
das klein ist, vernachlässigt (vgl. S. 802): 

/* — T5 * > 

also: 

Da aber nach dem früheren: 



c 



r-l + *S 



also bei Veroachlässigung von Gliedern höherer Ordnung in c: 



ist, so wird: 



^ 11^2 



a 1 . 15 



Nach dem früheren ist nun aber: 

logju == 7.35142 - 10, also Y^ = 0.00421 . 
Mithin wird das Achsenverhältnis der Erde: 

- = 1.00421 . 
e 

Dieser Wert weicht jedoch vom wirklichen nicht unwesentlich ab. 

Denn legt man die Bessel sehen Werte für die Halbachsen der Erde 

zugrunde: 

log a « 6.80464 , log c = 6.80319 , 

so wird das Achsen Verhältnis der Erde: 

— = 1.00335. 

e 

Ziehen wir das Resümee unserer Untersuchungen, so ergibt 
die Betrachtung der Erde als Gleichgewichtsfigur zwar keinen 
genügend genauen, durch die Erfahrung bestätigten Wert Sit das 
Achsenverhältnis der Erde. Indes bestätigen die zuvor durch- 
geführten Untersuchungen die Tatsache, daß die Erde kein drei- 
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achsiges Gleichgewichtsellipsoid, sondern vielmebr nur ein Rotations- 
ellipsoid als Oleichgewichtsfignr sein kann. Sie ergeben somit 
allgemein die gleiche Figur für die Erde wie die Theorie 
GLAmAüTB, welche die Gestalt der Erde im übrigen Yollkommener 
präzisiert^ als es die Gleichgewichtsfigurentheorie vermag^ da die 
CiiAiBAUTsche Theorie, wie wir sahen, einen durch die Er- 
fahrung nahezu vollständig bestätigten Zahlenwert für 
die Größe der Abplattung der Erde ergibt 



Zwölftes Kapitel. 

Geodätische Fundamentaibestimmungen Ober Entfernungen^ Dreiecke 
und IcOrzeste Linien auf der Erdoberflache. 

A. Bereehnang ron Azimaten, Distanzen nnd Dreiecken auf 

der Erdoberfläche. 

§ 62. Bestimmung der y,Hauptkrümmungsradien '^ des Erdspharoids. 
Das allgemeine Problem der Krummungsstärke ebener Kuryen. 

und Krümmungsradius. 



Bei den folgenden geodätischen Bestimmungen betrachten wir 
die Erde, wie bei Behandlung dieser Fragen üblich, als ein ab- 
geplattetes Eotationsellipsoid, wie es die CLAiBAUTSche Theorie 
ergab, das durch Rotation einer Ellipse von den Halbachsen a und c 
entstanden ist, wo 2 a der Aquatorealdurchmesser und 2 c die Rota- 
tionsachse ist. Wir nennen aber diese Figur, wie dies auch der 
englische Geodät Clabke tut, kurz ein Sphäroid, und die Dreiecke 
auf der Oberfläche, im Gegensatz zu den sphärischen Dreiecken 
der Eugel, sphäroidische, wobei jetzt also kein „LAPLAtESches 
Sphäroid'' gemeint ist, dessen Potential im zehnten Kapitel be- 
stimmt wurde. Nun denken wir uns die Meridianellipse konstruiert^ 
deren Gleichung: 



«• . X' 



(1) i^+ir=l 

ist, wo X und z die Entfernungen eines beliebigen Punktes des 
Meridians von der Rotationsachse, bezüglich von der Aquatorebene 
sind; femer den großen Kreis vom Radius a und den kleinen Elreis 
vom Radius c (vgl. Fig. 76). Faßt man jetzt einen beliebigen Punkt F 
der Ellipse ins Auge, fällt von ihm das Lot auf die große Halb- 

22* 
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achse, yerlängert dasselbe bis zur Ereisperipberie und yerbindet den 
Schnittpunkt mit dem Zentrum, so bezeichnet der Winkel dieser 
Verbindungslinie mit der großen Halbachse die sogenannte ,, redu- 
zierte Breite" von F, ^FOF' ^u^ die also genau der „exzen- 
trischen Anomalie" in der Theorie der elliptischen Bewegung eines 
Planeten entspricht. Der Winkel zwischen der Verbindungslinie 
Ton Punkt F mit dem Zentrum und der großen EEalbachse heißt 
die ^geozentrische Breite", ^FOF' t= w\ w&hrend der Winkel 
der Normalen in Punkt F mit der Aquatorebene, d. h. der großen 





Fig. 76. 



Fig. 77. 



Halbachse, als die ^^geographische Breite" des Punktes F be- 
zeichnet wird, ^FNF' = 9>. Da nun der kleine Kreis gemäß der 
Konstruktion der Ellipse die Linie OP so schneidet, daß FL der 
jT- Achse parallel ist, so wird: 



(2) 



{X = a cos u , 
ar = c sin w . 



Und wenn wir unter s diejenige Bogenlänge der Meridianellipse yer- 
stehen, welche sich vom Äquator bis Punkt F erstreckt, so ersieht 
man aus Fig. 77 direkt, daß: 



(2 a) 



— dx = sin (pd$ , 
dz = cos (p ds 

ist Differentiiert man also die Gleichungen {2), so ergibt der Ver- 
gleich mit (2 a): 

-^ dx = a sin u du ^^ sin cpds, 

dz = c cos II du = coB^pdsj 

mithin durch Division: 



(3) 



{ 



(4) 



a tang u ^ c tang tp . 
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Bezeichnet ferner e die Elzzentrizität der Ellipse, so ist nach 

Fig. 76: 

(5) a»tf>=ia»-c2, 

also: 

(5a) C = aVl — tf*, a s= — :r^ — :• 

Nun setzen wir zur Abkürzung: 

(a) 1 — e^sia^cp — A*, 

(b) 1 -e^coB^u^ V* 



(6) 



und erhalten zunächst: 



(7) VA — yi — tf* cos* tt ]/l — e* sin* yj . 
Zur Transformation des zweiten Faktors hat man: 

sin*a)=— — ^-^ . 
Aus (4) folgt aber: 

. a sin u 
tang op =s — — 

" ^ C cos f4 

Daher ergibt sich mittels (5): 

. « sin' u 

sm* q> = = , 

' 1 — «' cos u 

also durch Einsetzen in (7): 

(8) VA^yi-~eK 
Ferner wird: 

(9) V sin 9) = Y^— «^ cos^ w sin qp = sin u , 

Weiter folgt aus (6 b): 



cos 



und aus (6 a): 



also: 



mithin: 



1 __ 1 ^ 1 — c'cos't* 

A* ~* 1 - e*8in*gD "^ 1 - e* 

7/ =3 1 — e*C08*t£ = V*, 



1 - / ^ 1—6* COS O) 
COStt = — 1/ 1 — -,- = ^, 

c K ^ A 

somit: 

(10) cosqp = A coSM. 

Und da: 

sin 2 qp 2 sin (p cos qp 

Ä "" A 
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ist, 80 folgt im Hinblick auf (9) und (10): 

r^^v Bin 2 q> _ sin 2 m 

Nun ist aber, wenn: 

-j- ^ -TT und a' = fia, b' = fib 
ist, auch: 

a a(l — i/ti) _ a— ila' 

also (11): 

sin 2 <jp _ sin 2 <jp — A* ßin 2 1* ^ 2 sin <jp cos <p — 2 A * sin t* cos u 

A ■" A -Ä^V" "■ A(r^AV) ' 

oder nach (8) und (10): 

sin 2 <p 2 sin (go — m) 



(12) 



^ 1 - j/i - e« 



Als Resultat haben wir also die folgenden, für die späteren 
Entwicklungen wichtigen Relationen gefunden: 



(8) Av = yn-^, 

(9) V sin qp = sin u , 

(10) cosqp = A costt, 

sin 2 qp _^ 2 sin (<p — «) _^ sin 2 u 

Mit Hinblick auf diese Werte und (5 a) wird die z-Eoordinate der 
Meridianellipse: 



cAVsin© Vi — c*/t «V . 

z = csint« = = (1 — tf*)sinQp 

A A ^ ^ ^ 

oder : 

I z«-^sin9p(l -tf2), 

(13) 

I a cos q> 

l ^ = -^' 

womit die Koordinaten der Meridianellipse als Funktionen 
der geographischen Breite dargestellt sind. 
Durch Differentiation von (4) folgt nun weiter: 

(4a) ^t^^^.. 

Aus (3) aber folgt durch Quadrieren und Addieren: 

ds^ = rftc*(a*sin*tt + c*cos*tt), 
oder nach (5): 

d%^ = a*rftt*(l — tf*cos*tc), 



§ 52] Zwölftes Kapitel. GeodätiBche FandameDtalbMiimmangen usw. 343 

alfio im Hinblick auf (6 b): 

adu = - 

V 



(18a) adu^^y 



oder, da nach (4 a): 



ist, auch: 



, j cot* u 

adu = cdw — =— 

, . cob' u 

ds =5 cdw — =— V • 
^ cos'g) 



Mit Hinblick auf (10) und (8) folgt hieraus: 

yi - e* ^ 
oder nach (5 a): 

(14) -z — = a ä— . 

Diese Relation ist aber nichts anderes als der Ausdruck für den 
Krümmungsradius des Erdsphäroids. Um das einzusehen, unter- 
brechen wir für einen Augenblick den Gang der Untersuchung und 
betrachten in Kürze: 



Das allgemeine Problem der Krümmungsstärke') ebener 

Kurven. 

Den allgemeinen Ausdruck f&r den Krümmungsradius, der hier 
abgeleitet werden soU^ brauchen wir in seiner zweiten Form auch 
für die späteren Untersuchungen und außerdem bilden die folgenden 
Entwicklungen die Voraussetzung für die später gebrauchte Theorie 
des GAüSsschen Krümmungsmaßes einer Fläche. 

Das Wesen der krummen Linie besteht ja in der kontinuier- 
lichen Verbindong der fortschreitenden und der drehenden Be- 
wegung, derart, daß kein noch so kleiner Fortschritt auf der Länge 
der Linie ohne Drehung, und keine noch so kleine Drehung ohne 
Fortschritt stattfinden kann. Auf dem Verhältnis dieser beiden 
Arten der Bewegung beruht also der Begriff der Krümmung. Da 
nun die momentane Richtung einer Kurve in einem Punkte durch 
die Tangente gegeben ist, so ist die Drehungsgröße, die man beim 
Übergang von einem Kurvenpunkt zu einem andern durchlaufen hat, 
gegeben durch den variablen Winkel (p der Tangenten dieser Kurven- 

') Vgl. Einleitung in die Differential- und Integralrechnung von Kail 
Svill; Leipzig, F. A. BrockhaoB, 1851; 11. Teil, zwölftes Ejtpitel, deasen Haupt- 
inhalt bei der folgenden Darslelliing in verkürzter Form mit benutzt worden iat. 
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punkte. Die Kreislinie ist aber die einzige Eurre, bei der mit 
gleichen Inkrementen der variablen Eurvenlänge s gleiche Drehungen 
der Tangenten verbunden sind. Bezeichnet also (p den variablen 
Winkel der sukzessiven Tangenten mit einer Anfangsrichtung, so ist 
für die Kreislinie der DifiTerenzquotient: 

-r^ = const , 

d. h. die Kreislinie hat eine konstante Krümmungsstärke. 
Um für einen Kreis vom Radius r den Wert dieses Diflferenz- 

quotienten zu bestimmen, denken wir uns der variablen Länge s der 

Kreislinie in irgend einem Punkt die Zunahme 
cd=s 1 erteilt (vgl. Fig. 78). Dann verhält sich: 

so daß: 

1 
a = — 

r 

ist. Einerseits ist nun aber a als Zentriwinkel 
Fig. 7S. gleich dem Winkel ß der sukzessiven Tangenten, 

anderseits ist der Zahlenwert des Winkels ß 
direkt gleich dem konstanten Differenzquotienten, da die Zunahme 
der variablen Länge s als Einheit gewählt wurde. Daher wird: 

Js r 
also: 




r = 



Js 



J (p A q> 



J8 

Bei einer krummen Linie, bei der mit jeder noch so kleinen 
Zunahme der Kurvenlänge s imgleiche Zunahmen des Winkels fp 
der sukzessiven Tangenten mit der Anfangsrichtung verbunden sind, 
wird offenbar der Wert des obigen Differenzquotienten die in einem 
Kurvenpunkt vorhandene Krümmung um so genauer angeben, je 
kleiner die von diesem Punkt aus genommene Zunahme von s ist. 
Die in einem Kurvenpunkt vorhandene rein momentane Krümmung 
also ist durch den Grenzwert des Differenzquotienten, d. h. durch 
den Differentialquotienten äcpjds gegeben. Ist dann für irgend 
einen Kurvenpunkt: 

^^ ^ ^ 

so besagt das also, die Krümmungsstärke ist in diesem Kurven- 
punkt so groß, wie diejenige eines Kreises vom Radius 1/r. 
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Um den Ausdruck för die ^^ErtLmmungsstärke'S oder das 
^»Erümmungsmaß'^ einer beliebigen ebenen Kurve in Parallel- 
koordinaten abzuleiten, werde unter (p eine aus der Anfangsrichtung 
nach links (also entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers) in die 
Lage der Tangente hinüberftihrende Drehung ver- 
standen, die als positiv zu betrachten ist, wobei 
die Anfangsrichtung die vom Ursprung des Koordi- 
natensystems ausgehende positive Abszisse sei. Nach 
Fig. 79 ist dann der Winkel cde der Wert von qp 
fbr Punkt c der beliebigen Kurve abc. Die trigono- 
metrische Tangente dieses Winkels aber ist gleich 
dem Differentialquotienten; also der Zahlenwert des Winkels cde^ 
wenn die 'ganze Umdrehung 2n beträgt^ gleich einem Bogen, dessen 
trigonometrische Tangente df{x)ldx ist: 

(jP = arc (tang -^) • 




o A e, 



Fig. 79. . 



Mithin wird, da: 



ist: 



r/arc 



d arc (tang x) 
dx 

(, df(x)\ 
(^°g dx ) 

dx 



l + a?« 



1 + 



\'m" 



oder, da der Nenner links auch: 



m 



ist: 



(15) 



dx I j d^fix) j 

ax ax* 



d qp 
äx 






1 + 



df{x) 
dx 



Der Differentialquotient der Kurvenlänge s aber ist bekanntlich: 



(16) 



ds , / 



df{x) 
dx 



Der Ausdruck für das KrümmungsmaB in einem beliebigen Kurven- 
punkt also: 

''VW 

dq> ^ dx* 



(17) 



dx 



ri 
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Der Nenner dieses Ausdrucks ist stets positiv; der zweite Differential- 
quotient aber ist positiv bei konvexen, negativ bei konkaven Kurven- 
teilen. Das Krümmungsmaß ist somit positiv für konvexe, negativ 
fär konkave Kurven, und Null im Inflexionspunkt, in dem die 
Wendung eines konkaven in einen konvexen Zweig und umgekehrt 
stattfindet. 

Eb ist jetzt leicht einzusehen, daß, wie die in einem Kurven- 
punkt vorhandene momentane Richtung geometrisch in der Tangente 
zum Ausdruck kommt, so die in einem beliebigen Kurvenpunkt vor- 
handene momentane Krünunungsstörke geometrisch veranschaulicht 
wird durch einen Kreis, dessen Radius r das reziproke 
Krümmungsmaß ist: 

1 ds 

r = 



dq> d<p 



ds 

und der die Kurve im zweiten Orade berührt, den sogenannten 
„Krümmungskreis^ 

Wir gehen aus von der Gleichung eines beliebigen Kreises: 

oder: 

y = *±[r*-(3r-a)*]*. 

Soll dieser Kreis die Kurve im zweiten Grade berühren, so muß er 
für den Berührungspunkt x^^y^ außer der Ordinate noch den ersten 
und zweiten Differentialquotienten mit der Kurve gemeinsam haben, 
daher die drei Bedingungen: 

(18) * ± [r» - {X, - a)«]* = f[x^) , 



(19) 



(20) T 



[r» - («, - a)«]l <<* 



[r*-{x,-aY\\ dx 

Aas (19) folgt aber: 

^Adf(x,) 
I N2 \ dx 



[ dx 



X+ - 



also durch Einsetzen in (20) nach einer kleinen Reduktion: 

Vi*, 

dx* 



(21) ■ - . ^// , 
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Der Vergleich dieses Ausdrucks mit (17) zeigt, da dq^/ds das 
KrümmungsmaB, und dsjdtp nach dem zuTor Gesagten der 
Krümmungsradius ist, daß der die Kurve im zweiten Grad be- 
rührende Kreis der Krümmungskreis ist. Gleichung (21) repräsen- 
tiert die erste Form des Krümmungsradius. 

Die ursprüngliche Definition für das Krümmungsmaß einer 
ebenen Kurve: 



k = 



ds 



WO (p der Winkel der sukzessiven Tangenten mit einer Anfangs- 
richtung, und dg) der Winkel zwischen zwei sukzessiven Tangenten 
ist, läßt sich aber auch noch anders fassen. Denn der Winkel cp 
ist auch gleich dem Winkel zwischen den zwei zugehörigen Normalen 
und er wird gemessen als Länge des Bogens auf dem Einheits- 
kreis, dessen Zentriwinkel er ist Daher erscheint die Krümmung k 
einer ebenen Kurve auch zweitens definiert als der Grenzwert 
des Quotienten einer Länge auf dem Einheitskreis, divi- 
diert durch die Länge auf der Kurve. Diese Definition für 
das Krümmungsmaß k einer ebenen Kurve ist es, zu der die 
GAUSSSche Definition für das Krümmungsmaß K einer be- 
liebigen Fläche in strikter Analogie steht, nach der, wie wir 
später sehen werden, die Krümmung K definiert erscheint als der 
Grenzwert des Quotienten des Flächeninhalts eines Recht- 
ecks auf der Einheitskugel, dividiert durch den Flächen- 
inhalt des korrespondierenden Rechtecks auf der krummen 
Oberfläche (vgl S. 369), 

Ist femer eine beliebige Kurve gegeben durch die Gleichungen: 

wo t ein beliebiger Parameter ist, dann wird offenbar: 

dy_ 

dy dt 



dx dx 
~dt 



also: 



d 



m) 



m) 



d?y __ \dx] __ dt 
dx^ dx ~^ dx 

~di 
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Es ist aber: 



d 



(Ä)_ 



d 



dy \ 
dt 

dx dx d*y dy d*x 

ITI dt df^^TFlTF 



dt dt 



also: 



[dtj 



dx d*y dy d!^x 

d^y __ ~dT ~dW HT d t* 
dx" "" 



m 

mithin der Wert für den Krämmungsradins in diesem Fall: 



S| 8 
3 



(22) r= iU'L'^wJ 
^' dx d^y dy d*x ' 

~dT~dW 'dT'dl} 

Asi. die zweite Form des Krümmungsradius, die wir später 
bei Bestimmung der Gleichung und Länge der, zwei beliebige Punkte 
auf dem Erdsphäroid verbindenden Kurve brauchen werden. 

Nehmen wir den Faden der ursprünglichen Untersuchung 
wieder auf, so können wir Gleichung (14), die also der Ausdruck für 
den Krümmungsradius des Meridians des Erdsphäroids 
ist, auch wie folgt schreiben: 

(23) p__|^l^,^. 

Um den Krümmungsradius [q) des zum Meridian senkrechten 
Schnittes zu finden, erinnern wir uns aus der Flächentheorie (auf 
die im übrigen des näheren verwiesen sei), daß wenn man durch eine 
beUebige Flächennormale die unendlich vielen möglichen Normal- 
schnitte legt, und die Krümmungsradien dieser ebenen Normal- 
schnitte in dem betreffenden Flächenpunkt, in dem die Normale 
errichtet ist, konstruiert, dann imter diesen unendlich vielen Krüm- 
mungsradien ein größter und ein kleinster Wert existiert, welche 
man als die „Hauptkrümmungsradien'' bezeichnet und leicht 
wie folgt konstruieren kann. Errichtet man längs einer Kurve auf 
der Fläche die Flächennormalen, so schneiden sich im allgemeinen 
je zwei benachbarte Normalen nicht; wenn sie sich aber schneiden, 
so ist die betreffende Kurve eine „Krümmungslinie'', und der 
Normalschnitt, der diese Kurve berührt, enthält einen der beiden 
Hauptkrümmungsradien, ist also ein Hauptschnitt, während der 
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andere Hauptkrümmungsradius im andern Haupttschnitt liegt, wobei 
die Ebenen der beiden Hauptsdinitte in jedem Punkt aufeinander 
senkrecht stehen. 

Wissen wir also von einer auf einer beliebigen Fläche gelegenen 
Kurve, wie z. B. bei einer Rotationsfläche von einem Parallelkreis 
und einem Meridian, daß längs der 
Kurve • sich je zwei benachbarte 
Flächennormalen schneiden, so sind 
diese Kurven Krümmungslinian 
und die beiden Normalen sind die 
zwei Hauptkrümmungsradien; P" 
sei der Krümmungsmittelpunkt 
des zum Meridian senkrechten Haupt- 
schnitts, P' der Krümmungsmittelpunkt 
des Meridians, der ja ein Hauptschnitt 
ist. Für einen Punkt des Äquators 
z. B. ist der Hauptkrümmungsradius des Meridians kleiner als der- 
jenige des zum Meridian senkrechten Schnitts, d. h. des Äquators. 
Aus Fig. 80 folgt dann: 

((>) = 
oder im Hinblick auf (13): 

(16) (C) = l • 

Somit haben wir als Resultat für die Krümmungsradien 
eines Punktes F der Erdoberfläche den Minimalwert: 

a 




cos q> 



p--^(l-e^), 



(?) = 



a 



(23) 

und den Maximalwert: 

(24) 

gefunden, wobei: 

A =1/1 

eine Funktion der geographischen Breite €p ist und a und e 
für die Erde Konstanten sind. 



e^ sin* (p 



§ 58. Bestimmung der gegenseitigen Azimute und Zenitdistanzen 

von zwei Punkten des Erdsphäroids. 

um die gegenseitigen Azimute und Zenitdistanzen von zwei 
Punkten auf dem Sphäroid zu berechnen, bezeichne in Figur 81 
den Mittelpunkt und OP die Polarhalbachse des Sphäroids, 
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EQ den Äquator, J und B Punkte auf den Meridianen PAE und 
PBQ, a und b die Projektionen yon A und B auf die Botations- 
achse OP, AN die Normale in Ä und J5JV^ die Schnittlinie der 

Ebene ANB mit dem Meridian von B. 
Weiter bezeichnen wir mit K die Pro- 
jektion von B auf die Ebene PAEO und 
ziehen BR und HK senkrecht auf AJV, 
Schließlich sei a das Azimut von ^ in ^, 
d. h. die Neigung der Ebene NA B gegen 
die Ebene NAP, und 90« + iu die Zenit- 
distanz von B in A, so daß: 

BNA^^Q'^^fi 

ist. Wählen wir nun E und P als ar- und 
r- Achse, die y- Achse senkrecht auf beiden, 
dann sind, wenn u und v! die reduzierten 
Breiten von A und B bezeichnen, und 6> 
ihre Längendifferenz, oder die Neigung 
der Ebenen PAE und PBQ ist, die 




S? 



Fig. 81. 

Eoordinaten der beiden Punkte A und B: 



(1) 



z '= a cos u , 

y = o, 

z = csint£, 



X =^ a cos U cos 07 , 

y = a cos fi' sin ct> , 
z ^ c sin tt' . 



Sei ferner h die Länge der Sehne A B^ so ist: 

(2) {AB)^ = Ä« = (x' - a-)2 + (y' - y)2 + (/ - zf , 

und: 

AE= Ä sin jit , 

iZ'iC = 5 J7oos a =« Ä cos jit cos a . 

Durch Projektion der gebrochenen Linie AH+ 11 K auf OE und 
OP aber ergibt sich: 

A (sin ]U cos qp + cos fi cos a sin qp) = a (cos « — cos u' cos «), 

fem er: 

A (— sin yLBÜRtp + cos jit cos a cos (f) = c (sin «' — sin m) , 

B K = li cos /LI sin c^ = a cos n sin o? . 

Eliminiert man cos ju, indem man die erste der Gleichungen (8) mit 
cos tpj die zweite mit sin ju multipliziert und addiert und setzt noch 
zur Abkürzung: 
(4) sin u — sin tt = i?, 



(3) 
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SO folgt: 

A sin jti =3 a (cos (p cosv — cos (p cos u cos (o)^ cwitp 2 , 

Eliminiert man sin ju, indem man die erste Gleichung mit sin ^, die 
zweite mit cos^ multipliziert und addiert, so folgt: 

k cos }jL cos a = a sin 9^ (cos u — cos u' cos (o) + c cos (p 2 . 

Durch Quadrieren von (4) erhalt man: 

(4a) sin^ u + sin^ii' == -2* + 2 sin w sin u . 

Daher wird (2) durch Einführung von (1) mit Hinblick auf Gleichung (5) 
von § 52: 

Ä* = d^ (cos u — cos u cos (of + a* cos* tt' sin* (o + t * 2^ , 
voder: 

Ä* =3 a* (2 — sin* u — sin* k' — 2 cos u cos m' cos ö>) + c* -2** , 

oder: 

Ä* =■ a* (2 — ^* ^* — 2 sin ti sin tt' — 2 cos M cos u cos cö) . 

Mithin ist: 

(5) 1 — g- , = sin w sin u' + cos m cos u' cos ö> + ^ «* ^* . 

Die Gleichung für Asiuju aber wird durch sukzessive Benutzung 
von Gleichung (10), (9), (5 a) und (8) von § 52: 

A sin jti s= — |cos u (cos u — cos u cos to) — sin m -2"} . 
Daher wird: 

k 

(6) V ^- 8111 jw = 1 — sin M sin tt' — cos u cos a' cos cö . 

Femer wird die Gleichung für Acosjezcoso; auf Grund von (0) und 
(10) in § 52: 

k cos jw cos a = — — — (cos u — cos u' cos co) + c A cos ^ 2, 
Durch Benutzung von (5a), (6) und (8) in § 52 erhält man aber: 
c A = «yi — «* A - - = a(l — 0--= — = 

Mithin wird die vorstehende Gleichung auch: 

k 

(7) V - cos fA cos a =* cos k sin u' — sin t« cos u' cos ö> — <?* cos w -5*. 

Aus der dritten der Gleichungen (3) aber folgt: 

k 

(8) — cos jti sin €1? =: cos u sin ö> . 

Somit haben wir als Resultat die vier für das Folgende wichtigen 
Gleichungen gefunden: 
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(9) 



*« 



1 — 5-5- = sin u siD u + cos u cos «' cos »j + -J- e* 2% 



2 a 



V — cos^cosa SS cos tt sin tt' — sin V cos u' cos 0) — ^- «* cos w -2*, 

k 

— cos lA sin a =s cos u' sin ri) , 

k 
V — sin jw = 1 — sin M sin u — cos u cos u cos « , 



mittels deren man, wenn die reduzierte Breite u eines Ortes, die 
Zenitdistanz fi und das Azimut cc bekannt sind, die reduzierte 
Breite u' eines zweiten Ortes und den Längenunterschied (o be- 
rechnen kann. 

Nun denken wir uns das Sphäroid so auf einer Kugel ab- 
gebildet, daß Meridiane in Meridiane übergehen und die geographischen 

Breiten auf der Eugel reduzierten Breiten 
auf dem Sphäroid entsprechen, indem bei der 
Kugel die Normale durch das Zentrum geht, 
so daß u = q> wird. Sei das dem Dreieck 
ggf APB des Sphäroids, wo Punkt P der Pol ist, 
\t auf der Kugel entsprechende Dreieck 9^©, 
so ist offenbar der sphärische Abstand HS 
auf der Abbildungskugel v > u — u. Deno 
hat man das Dreieck 9^99 auf der Kugel, 
wo $ 9 und $ 9 Meridianstacke sind, und denkt $ 9 auf $ S von 
$ aus abgetragen, wodurch man Sß^' erhält, so sieht man aus 
Fig. 82, daß »'93 < 85«, d.h.v>u'-u ist Dem ?C95' ist ein 
Farallelkreis, und unter allen Bögen größter Kreise durch 99, deren 
Endpunkte auf dem Parallelkreis liegen, ist der auf dem Meridian 
gelegene der kürzeste. Daher ist auch: 




Fig. 82. 



folglich: 



sm — > sm - ^ — 
2 ^ 2 



Bin 



u —u 



Nun ist aber: 
Somit wird: 



V 

smy 



<1. 



cos\{u'+ u) < l und: «<!. 

e sin -J (u'— u) cos | (t/ 4- «) 



Bin 



V 



<!, 



also: 



V 



sin - > esin\{u'— u)cos^{n-{- v). 
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Daher machen wir den Ansatz: 

^10) 8ini/;8in— = tf8in^(tt'— u)cos^{u + u). 

Nach dem Eosinussatz folgt nun aus dem sphärischen Dreieck 

cos V == sin tf sin u'+ cos u cos u' cos co , 
so daß: 

(1 1) cos u cos u' cos (o s cos t? — sin u sin u 

ist Mithin wird die erste der Formeln (9): 

1 — -r-r — ^^s^ + -s-t^^**'"" sinw)*. 

Es ist aber: 

sin«'— sinu = 28in^(tt'— tt)cos^(t<'H- w), 

oder im Hinblick auf (10): 

— (sin ti'— sin uf = 2 sin* \p sin* ^ i 
also: 

also: 

(12) • * = 2a8in ycosi/;. 

Ferner folgt aus der letzten der Formeln (9) im Hinblick 

auf (11): 





sm^- ^^(1 cosü), 


oder nach (12): 






ö 1 — COBV 




Olli #*—--,« 

Bin— cos ^f 



Der erste Faktor dieses Ausdruckes aber wird auf Grund von (5 a) 
und (8) in § 52: 

VA 2a -*^' 

SO daß auch: 

sm — 
(13) sinjti==A 



ist Und da bei Vertauschung von u und fjL mit u' und /i' die Größe A 
übergeht in A^ dagegen v unverändert bleibt und i/; auf Grund von 
Gleichung (10), durch die es definiert ist, nur sein Vorzeichen ändert, 
während der Kosinus ungeändert bleibt^ so' ist auch: 

BuoHHOLz, Angewandte Mathematik. 23 
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(14) 



8iii^'=A' 



Bin — 
2 

C08^ 



Aus der dritten Gleichung des Systems (9) folgt weiter: 

(15) sin fl? cos ^ := Y ^^^ ^* B^^ ^ 
und analog: 

(16) sin a' cos jti' = -^ cos w sin qj . 

Somit haben wir als Resultat das folgende Gleichungssystem 
gefunden, aus dem sich die Entfernung, die Azimute und die 
Zenitdistanzen von zwei Punkten A und B eines Sphäroids 
berechnen lassen: 

Ä =3 2fl8in — cosip, 



(17) 



sinjit«A sin-r-secy/j 

sin /a'=3 A' sin — sec y/ , 

sin a cos y^ = -r cos ii sin o> , 



sm a cos ß'= -r cos t^ sm 69 , 

Da es von Interesse ist, die genauen Resultate mit den durch 
die genäherten Formeln erhaltenen zu vergleichen, so geben wir 
hier im Anschluß an Glabke als Rechenbeispiel mit Hilfe der ge- 
fundenen Formeln die Berechnung der Winkel und Seiten eines 
sphäroidischen Dreiecks, von dem die Breiten und Längen der 
Eckpunkte gegeben sind. Seien diese nämlich für: 



Breite 


L&nge 


A 51«57'N 


4« 46' W 


B 58 4 N 


4 4 W 


C 50 37 N 


1 12 W 



und seien die EHemente des Sphäroids: 

a» 20926060 

^ 294 
a 



295 



also: 



loga=- 7.3206874662, 

log «2^ 7.8304712628, 

logfr-V« 9.9985253144. 
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Die reduzierten Breite von Ä, B,C und die korreBpondierenden 
Funktionen Ai, Ai, Ag ergeben sich zu: 

J ...«1 = 510 51' 19.92163", 
JS...«, = 52 58 23.43810 , 
C ...tt, »i50 31 16.40080 . 

logAi = 9.9990867071, 
logAj = 9.9990589251, 
log A, »9.9991202240. 

Die den gegenüberliegenden Seiten entsprechenden Hilfswinkel werden: 

log sin -^- = 8.4217 198302 , 

log sin -^ = 8.3562766510, 

log8in-^ = 8.0187180976; 

femer: 

logsinv^i = 8.6156259752, 
log sin v», = 8.4221562901, 
log sin V, » 8.6709531435. 

Zählt man die Azimute allgemein von Norden über Osten nach 
Süden, 80 ergeben sich als Azimute der Seiten: 

AB... 20» 39' 17.2401", 



142 55 50.2188 , 
302 10 54.6710 , 

201» 12' 36.8177", 
825 11 7.4013 , 
119 23 54.3366 , 



BC 
CA 

BA 

CB 

AC 
also die Winkel: 

^-=980 44' 37.0965", 

J9 = 58 16 46.5994 , 

C = 23 12.7303 , 

^ + 5 + C = 180» 1' 86.4262". 

Die Sehnen und die Seiten aber werden: 

Aj = 1104249.327, 
Ä, = 950259.744, 
*3= 436473.497, 

««= 1104377.386, 
*= 950341.187, 
c» 436481.410. 

28 
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Nimmt man ein Dreieck in der Nähe des Äquators, für welches 
die Positionen der Eckpunkte die folgenden seien: 

Breite Länge 

Ä ... 1<»30'S 0» O'Ö 

-ß ... 20 N 30 Ö 

C ... 1 30 N 3 ö, 

so werden die Azimute, Winkel und Seiten die folgenden: 



A£ . 
£C . 

CA . 

BA . 
CB . 
AC . 

J=» 29« 50' 52.1760 
B « 130 14 19.0151 
C » 19 56 54.4947 



15« 21' 24.0371", 

65 6 46.6939 , 

225 12 16.2131 , 

195« 21' 5.7090", 

245 9 10.7078 , 

45 12 16.2131 . 

BC^ 1006266.448 Fuß 
CA^ 1544212.630 
AB=^ 689666.750 



yf 



jf 



§ 54. Bestimmimg der Entfernung von zwei Funkten auf dem Erd- 

sphäroid. 

a) Kurvengleichung und Länge der Entfernung von zwei 

beliebig gelegenen Punkten. 

Um die Gleichung der Schnittkunre abzuleiten, welche die 
Normalebene BäN (normal zur Tangentialebene in A) auf dem 
Sphäroid ausschneidet, fassen wir einen beliebigen Punkt S auf der 





^T^ 



Fig. 83. 



Fig. 84. 



Kurve A B ins Auge (ygL Fig. 88 u. 84) und ziehen das Lot 4$ G 
senkrecht ÄN\ es sei SO = ^, ÄQ ^^, Projiziert man dann 
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Fig. 85. 



Punkt 8 auf die Anfangsmeridianebene durch A und sei / der Fuß- 
punkt dieses Lotes^ so ist: 

Die Projektion der Strecke ON auf £0 aber ist: 

G Neos (p = l{g) — f } cos (p . 
In dem rechtwinkligen Dreieck SJG (vgl. Fig. 85), das wir der 
Hauptfigur entnehmen, ist der Winkel SGJ^a das Azimut, das 
ist der Winkel, den die Kurve AB mit dem 
Meridian des Punktes A bildet. Legt man nun 
durch Punkt G eine Ebene senkrecht AN, so 
steht diese Ebene erstens senkrecht auf der 
Ebene SAN^ zweitens auf der Ebene PAEO, und 
daher liegt das in G auf der Ebene PAEO er- 
richtete Lot in der durch G senkrecht gelegten Schnittebene, so daß: 

ö/== ^Äcosa =s |cosa 

ist. Die Projektion von GJ auf die Richtung der x- Achse d. h. DE 

aber ist: 

G /sin qp == I cos of sin ^ . 

Die DiflFerenz der Projektionen der Strecken GN und GJ also: 

(1) ar = ff iVcos (p — G /sin (p = [[q] — ^} COS qp — | cos ce sin 9) . 

Ferner ist: 

(2) y = iS/=|sina. 

Die dritte Koordinate z, das ist der Abstand des Punktes S 
bezüglich / von der Äquatorebene , setzt sich zusammen aus der 
Summe von zwei Projektionen. Nämlich erstens aus der Projektion 
von /ff auf die z- Achse: 

/ff cos y = I cos a cos (p , 

um zweitens die Projektion des Abschnittes 
der Normalen, der zwischen Punkt ff und 
der or-Achse liegt, auf die ^r-Achse zu be- 
rechnen, hat man, da nach Fig. 81 die 
z-Koordinate von A gleich csinti und da sie 
femer nach Fig. 86 auch AA'= {Q)%m(p ist: 




((>-) = 



cfsmu 
sin^ 



Fig. 86. 



oder im HinbUck auf (9), (8), (5 a) und (24) von § 52: 

(,,) = .V = ^J^^^^- = (^)(l-0. 
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Daher wird die Strecke auf der Normalen A N zwischen Q und 
der :r- Achse: 

und die Projektion dieser Strecke auf die r- Achse : {{q) (1 — «^ — C] ^^^ 9^* 
Mithin ist die Elntfemung des Punktes 8 vom Äquator: 

(3) z = \{q) (1 — e*) — f} sin qp + I cos a cos (p . 
Die Gleichung des Sphäroids: 

oder im Hinblick auf (5 a) von § 52: 

(4) (l-^^(x»+y2)+z»«c» 

nimmt nun bei Elinführung der Werte (1), (2), (3) zunächst folgende 
Form an: 

(1 — e^ {[((()) — f) cos qp — I cos a sin (pY + |* sin* a] 

+ {[(?) (1 — «*) — S] 8"^ 9^ + I c^8 a cos 9?}* = . 

Quadriert man und ordnet passend^ so sieht man, daß sich das 
Glied in 2((>)| forthebt. Das yon | und ^ freie Glied aber wird 
im Hinblick auf (6a), (5 a) und (24) von § 52: 

(p«)(l «. e^{l - <?»sin» = ((>)»(1 - e») A* = a*(l - «*) = c\ 

hebt sich also gegen die rechte Seite fort; daher folgt: 

!*{(! — tf^(l — co8*acos*9>) + cos^acos'qp} 

+ f*{l — c* — (1 — e*) 8in*qp + sin^qp} — 2|fe*cosa cosqpsinqp 
-^2(())?(l-.^=0. 

Dividiert man noch mit (1 — e^ und setzt zur Abkürzung: 
(5 a) / = , — sin w , k = —-= — rcosopcoso;, 

^ ' yi-c« ^ 1/1-6« ^ 

so wird die Gleichung der gesuchten Schnittkurve ÄSB\ 

(5) |2(n.A«)-2A/-|C + ^(l+n-2((>)f«0. 

Zum Zweck der angenäherten Berechnung der Eänge dieser 
Kurve bestimmen wir den Krümmungsradius an der Stelle A der 
Kurve, weil durch diesen ja das Bogenelement in A und damit die 
Bogenlänge AB angenähert berechnet werden kann, indem das 
Bogenelement gleich ist dem Produkt des Krümmungsradius in den 
Winkel zwischen zwei benachbarten Normalen. Für eine beliebige 
Kurve y ^f[x), die senkrecht zur or- Achse steht, ist: 

dy dx ri 

dx ' dy 
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Bei der durch Gleichung (5) repräsentierten Kurve , für welche der 
Krümmungsradius R im Punkt | « ^ a berechnet werden soll, 
ist ^ die Normalrichtung, also d^jd^^O, und folglich hat man 
fbr die Kurve eine Entwicklung der Form: 

f-cr + rf|» + .... 
Allgemein ist nun nach § 52 der Krümmungsradius für diese Kurve : 

Diesen Limes und somit den Krümmungsradius R in Punkt Ä er- 
hält man aber, wenn man Gleichung (6) durch 2^ dividiert und 
I = ^ =B setzt: 

(|:)(l + A»)-2A/-|(X) + (iL)(i+/-.)_2(p)(^)-0, 
oder: 

also: 

(6a) ^ = T^' 

mithin das gesuchte KrümmungsmaB in Punkt Ä: 

Führen wir nun für | und ^ Polarkoordinaten ein: 

Issrcosi?", f=rsini^, 
so geht Gleichung (5) über in die folgende: 

r«cos»i9'(l + A«) - 2A/'r«cos iJ-sin » + r2sin**(l + f^ 

oder im Hinblick auf (6a) auch: 

(7) r + rCAcosi?« -/*8ini9-)» - 2Ä(1 + h^)sm& = 0. 

Jetzt ist es möglich, & als eine transzendente Funktion von r 
darzustellen, indem man den Ansatz macht: 

&^Ar + Br^+ Cr^ + ... 

und & als Funktion von r oder vielmehr gleich von rjR nach der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten bestimmt. Dabei ist R 
wenig vom Erdradius verschieden, da es der Ejümmungsradius eines 
Normalschnittes und als solcher zwischen q und (q) gelegen ist, die 
sich beide von a nur um Größen der Ordnung e^ unterscheiden, 
nach den Formeln (28) und (24) von § 52. Den Abstand r der 
beiden Punkte Ä und B auf der Oberfläche der Erde aber kann 
man als klein gegen R betrachten. 
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Dividiert man Gleichung (7) durch R und setzt ftr die weitere 
Entwicklung zur Abkürzung rjR^Uj so wird Gleichung (7): 

(8) u + w(Aco8* - fsini?')* - 2(1 + Ä*)sint9' = = U{u). 

Nach dem Maclaubin sehen Satze ist nun f&r z ^ r/S: 

wobei wir &f,' bis &^" durch viermalige Differentiation von (8) nach « 
bestimmen wollen. Setzen wir zur Abkfirzung: 

f (A cos ^ - /-sin ^)» = F(&) = r, 
^ ^ \ _ 2 (1+ A») sin * - r{i9-) - r, 

80 wird Gleichung (8): 

=. t/(tt) = « + tt F(&) + fF{d-) 

und es folgt, zum erstenmal differentiiert: 

(11) 0= £/'= l + r+tt^T'+^'M", 

zum zweitenmal differentiiert: 

(12) = ü" = 2d-' F'+ u &" r'+ u «9-'» r"+ &" r'+ &'* fF", 

zum drittenmal differentiiert: 

= ?7"'« S&"F'+ 8&''F"+ 8u&"&'r'+u&"'F'+u&'*F 

+ &'" IF'+S»' &" W"+ &'* W", 
zum viertenmal differentiiert: 

(14) j + 6« &'' &" F"'+ u t?" F'+ u &'* F" 

Offenbar ist nun: 

r - A« cos» ^ + /•» sin« ,9^ - 2/'A sin ^ cos i?^ , 
oder: 

r = A» + (/•»- A«) sin* *- /"A sin 2 ^, 

also für i9 « 0: 

Fo = A». 

Differentiiert man F nach &, so folgt: 

(15) T' = 2 (/•« - A») -?^5||^_* _ 2/'A cos 2 ^ , 

also ftir i9- « 0: 

To' 2fh. 

Differentiiert man W, so folgt: 

(16) M"=-2(l+A*)cos^, 

also fttr i9- - 0: 

r;=-2(l + A«). 



(13) 
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Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (11) folgt der Wert 
des ersten Differentialquotienten: 

(17) *o'=i. 
Weiter folgt durch Differentiation von (15): 

(18) r"=«2(/^2-A2)co8 2i9- + 4/'Asin2i9-, 

also flir 19- = 0: 

r/'=2(/'2-A«). 

Ferner durch Differentiation von (16): 

(19) F"=2(l + Ä2jsint9', 
also fttr &^0: 

Mithin durch Einsetzen in (12): 

= ü,' 2/-A + &,"{- 2(1 + A>)}, 

also : 

(20) V T+l? ^- 

Weiter ergibt sich durch Differentiation von (18): 

(21) r"' = -4(/'«- A»)8in2i?- + 8/'Aco8 2t9-, 

also tüi & = 0: 

r,"'=8/'A 

und durch Differentiation von (19): 

r"'=2(l + Ä«)co8*, 
also für i9^ = 0: 

(22) r;"=2(l + A»), 

mithin durch Einsetzen in (13): 

0= ü,'" = ßfhF + i{f~~ h') + &,{- 2{l + h*)} + \{1 + h*), 
woraus: 

(23) ,v'=3^* + izr + i 

folgt, wobei: 

(24a) ^ = ^' 

gesetzt und F durch Formel (20) gegeben ist 

Schließlich folgt durch Differentiation von (21): 

r"^«- 8(/'2-A2)cos2i9--. 16/'Äsin2i9-, 

also für !?• = 0: 

r^«^=-8(/*2-A2) 

und durch Differentiation von (22): 

r>^=-2(l + Ä«)8ini9', 
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also für * = 0: 

mithin durch Einsetzen in (14): 

= i7o"= - 8 ö-j'"/"* - l2(f*~h')F+ 4fh + &o"{^i^ + A*)! 
-3i'(l + A»), 

WOP&US * ' 

oder: 

(24) ^o'^=- 12 F^-- 9 FE 

folgt 

Setzt man die Werte (17), (20), (23) und (24) in Gleichung (9) 
ein, so ergibt sich als Resultat für die P6largleichung der 
Kurve AB auf dem Sphäroid der Ausdruck: 

wobei also: 

(26a) ^-tÄt. ^-^ 

von der Ordnung e^ sind^ da sowohl f wie A nach (5 a) von der 
Ordnung e ist 

Wenn nun s die Länge der Kurve AB ist, so ist ja allgemein: 

und: 

(26) s^ /{l + r^&'^idr. 

Nach dem binomischen Satze ist aber: 

(1 + r^&'^i = 1 + ir^&'^ - ir**'*. 

Durch Differentiation von Gleichung (9) nach r folgt: 

Daher wird &'^ bis inklusive Glieder dritter Ordnung, indem man 
die vierte Potenz von r nicht mehr mitnimmt: 






IT 




ferner: 
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also: 

' = '• + y/l'*'^ + |^2^.'^o"+ :g^ W V + V) 

oder integriert: 






2 8 Ä« ^ 2 4 Ä^ 



■*■ 2 6 V 6Ä» "^ 2Ä» / 



oder durch Einsetzen der Werte (17), (20), (23) und (24) nach einer 
kleinen Reduktion: 

Ersetzt man in dieser Gleichung r durch A, so erhält man die 
Länge der Kurve zwischen A und B, kann dabei jedoch, außer in 
Fällen, wo die äußerste Genauigkeit aus irgend einem Grunde er- 
forderlich ist, noch einige Glieder des strengen Ausdruckes (27) ver- 
nachlässigen. Das Glied in e^ k^ z. B. wird bei einer Entfernung 
von 300 Meilen höchstens den lOOsten Teil eines Fußes betragen, 
während das Glied in e^k^ noch kleinere Beträge ergeben wird. 
Entwickelt man nun F und H nach Potenzen von e, setzt also: 

/ = ^(1 — c*)"*8in9^ = ^i^"*" Y + iiT** + . ..jsinqp, 

_JL /«'IS \ 

A = e(l — e^ ^cosa cos 9? «= ^ II + -— + yT** + • • •) cosc« cosqp, 
so folgt: 

j-, a' sin g) coa <p cos a 

1 — e' 4- c* cos* (jp cos* a 

TT ^ ^^ (sin* (jp — cos* (jp cos* a) 
l — e* + c* cos* (p cos* a 

Vernachlässigt man also Glieder in e*k^ und e*Ä*, so braucht 
man in — r*FI81i^ für ^ nur zu setzen: e^ sinqp coscp cosa. Im 
Koeffizienten von r^ aber fallen die Glieder außer -^q fort, und 
man erhält genügend genau aus (27): 

(28) s = k + -gj^ ~ ,^^^cosa8m2 9) + -ßjÖÄ^- 

In dieser Gleichung drückt also s die Länge des Bogens aus, 
der Ä und £ verbindet und dem Normalschnitt in Ä angehört. 
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Bezeichnet R' dieselbe Funktion von a' und (p', wie R von a 
und (p, so ist die Länge der Kurve i welche die zwei Punkte A 
und B verbindet und gebildet ist vom Schnitt der Oberfläche und 
der Ebene, welche die Normale in B enthält und durch Ä geht, 
d. h. dem zu Punkt B gehörigen Normalschnitt analog: 

(29) /=Ä + .^^--^co8a'sin2y'+ ^^ 



24Ä'« 16Ä'» ^ ' 64012'* 

Die Differenz von s und s' ist von der Ordnung e^ k^ und ganz 
fortzulassen. Nimmt man für s das Mittel aus den Reihen (28) 
und (29), so sieht man, daß bei der Addition die Glieder in e^k^ 
sich in der Weise aufheben, daß ihre Summe ein Glied höherer 
Ordnung wird^ das man vernachlässigen kann. Denn es wird: 

« + 5' __ , k^ I 1 , ^ ^ __ ^'^ / cos a sin 2 (jp cos a sin 2 <jp' \ 

2""~~ "*■ 48"iÄ« "^"Ä^j 32 \ Ä» ' Ä'»" j 



wobei: 



"*" 1280 



(ä* "*■ B'*) 



1 (1 - c« sin« <p)* fi , «' 3 « 1 

-R ^ ^-^- V + i3^C0S> COS»«) 



ist. Das größte Glied in der Entwicklung von l/R ist nun 1/a 
und ebenso in 1/i?'; das größte Glied in der Entwicklung von 
1/iB^ also 1/a^ und ebenso in l/Ä'^ Daß diese Glieder sich 
nahezu aufheben, kann offenbar nur durch die Faktoren cos « sin 2 ^ 
und cos q;' sin 2 9' bewirkt werden, die in diesem Fall einander 
nahezu entgegengesetzt gleich sein müssen. Liegen die beiden 
Punkte A und B einander nahe, so ist a' nahezu a — 180^ und 
folglich cos a' nahezu — cos a, während (p' nahezu gleich (p ist, so 
daß wirklich der Fall eintreten kann, daß cos c^' sin 2^ nahezu 
gleich — cosasin2qp ist. Setzt man für 1/Ä^ 1/Ä'* und l/jf?*> 
1/J?'* den obigen Wert von IjR ein, entwickelt nach dem binomischen 
Satze unter Vernachlässigung höherer Potenzen von e, so kann man 
die beiden Reihen (28) und (29) ersetzen durch den Ausdruck: 

(30) "'+uh + im7' 

wo: 



(30 a) - - = JlLI^ (1 - tf 2 cos» u sin« a) 

Äo a(vv')* 

ist, und wobei R^ die mittlere Proportionale zwischen R und R' 
bezeichnet, oder dieselbe vielmehr nur sehr genähert darstellt, indem 
tf* cos* ?/ sin* a sich nur unmerklich von «* cos* w' sin* a' unterscheidet. 
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b) Bestimmung der Entfernung von zwei auf demselben 

Meridian gelegenen Punkten. 

Wenn die beiden Punkte, deren gegenseitige Entfernung gesucht 
wird, auf demselben Meridian liegen, und die Breiten tp und qp' haben, 
so erhält man zunächst mit Hinblick auf den früher in § 52 ge* 
fundenen Ausdruck (23) für den Krümmungsradius: 

da l-e* 

als Bogenelement deß. Meridians des Sphäroids: 



ds ^ a dtp ~ — ~- 



also als Bogen selbst: 



(1) '-'»f^'"/^- 

J (1 — e* sin" 9)t 

In diesem Ausdruck wollen wir e^ durch ein anderes Symbol n er- 
setzen der Art, daß: 

(2) n = -"-;^ , 

^ ' a + 

also: 

2a 



1 + n 



ist Dann wird: 

^^^ (l+fi)« - a« -^ • 

Aus (2) ergibt sich a als Funktion von n und c: 

(4) a=^ c 

Durch Einsetzen von (3) und (4) erhält man also für (1): 

oder nach einer kleinen Transformation: 

(6) J. = (1 + n) (1 - n«) r(l + 2« cos 2(p + n»)~*rfy , 
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Zur Entwicklung des Integranden ist allgemein der Ausdruck: 

(l + 2ncosi9- + n^"' 

in eine Beihe zu entwickeln, die fortschreitet nach den Kosinus der 
Vielfachen von &. Sei dazu: 

z = e ^ , 



also: 



mithin: 



femer: 



also: 



ar = tf** <= cost?- + isint9', 
— =s tf-'*= cosi9' — tsind», 

X 



z H — =a 2 cos i?" ; 



«-•■=: «-'»•*= cosri?- — isinn?", 



r' + z-»- 1= zr + — « 2 cos r !>• . 



Dann wird: 
(1 + 27f cos i9' + n»)"'« (1 + nz)"' (l + ^]"' 

.j,_.,.+^-j>„...-...){i-.i + ia±»f-...| 

1 I 2 8 I **(« +1)* 4 , 

-('•+^) r"tir" -^-}- 

wobei das Olied in n* noch mitgenommen ist, obwohl es eigentlich 

■ 

nicht nötig ist Setzt man ^ = f und & ^2q>, so erhält man die 
gesuchte Entwicklung des Integranten von (33): 

(1 + 2iicos29) + ^T^ = 1 + |I «* + $^.^' + ••• 

— cos 2 qp (3 n + -^ n' + . . . j 

t j /8.5 a , 8.6.7 A , \ 

+ C084y ^-g,-«« + -2*-» + ••• J 

— cos6<p(^n^ + ...]. 



(«) 



8 
C 
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Setzt man diesen Wert in Gleichung (6) ein und f&hrt die ein- 
zelnen Integrationen aus, bo erhält man nach einer kleinen Reduktion: 

— (3 n + 3 n* + — n'j sin (y' — (p) cos (qp' + cp) 

+ (^«^ + ^n^) 8in2((p' - q>)co^2{(p' + tp) 
85 

— — 11^ sin 3 (qp' — (f) cos 8 [q/ + (p) . 

Der Teil von Sy der von n^ abhängt, kann nun aber stets fortgelassen 
werden. Denn sogar wenn (p* — (p noch um etwas größer ist als 25 ^ 
wie dies bei dem russischen^) Meridian der Fall ist, wird der 
ganze Teil yon s, der n' als Faktor enthält, nämlich: 

A» = IHy'- ^) - -V-sinC?^'- <)p)co8(y'+ (p) 

+ -ig^ sin 2 (<)p'— 9) cos 2(9p'+ 9>) — H sin 3(qp'— 9?) cos 3 [(p + (p)] n', 

infolge der Kleinheit von: 

a — c 

a + c 

kleiner als 1^ ZoU. Deshalb ist genügend genau: 

s 
c 



,n. . , ^(^+n + -^n^]{v-(p)-{Sn + 3n^Bm{(p''-(p)cos[(p' + (p) 

(8) ^ "^ ^ * ^ 15 

+ — n*sin2(9)'— qp)cos2(9>'+ y) 

der Ausdruck für die Bogenlänge des Meridians zwischen 
den Breiten (p und q>% wobei also nach (4) das Verhältnis der 
Halbachsen (1 — n) : (1 + n) und c die Polarhalbachse ist. 

Bei geodätischen Berechnungen ist es üblich, eine im Meridian 
gemessene Entfernung — vorausgesetzt, daß dieselbe 1 ^ nicht über- 
steigt — in Breitendifferenz zu verwandeln, indem man die Länge 
durch den Krümmungsradius dividiert, welcher der Mitte zwischen 
den Endpunkten des Meridianbogenstückes angehört, der also dem 
mittleren Punkt, d. h. dem Mittel der Breiten der Endpunkte ent- 
spricht, indem aUgemein die Meridianlänge gleich dem Produkt des 
Krümmungsradius in die Breitendifferenz ist. umgekehrt werden 

kleine Breitendifferenzen in Meridiandistanz verwandelt, indem man 

. • 

^) Man vergleiche die Abhandlung: „Are du M6ridien de 25^20' entre le 
Dajiube et la mer glaciale mesurä depnis 1816, ju8qu*en 1855 . . . ouvrage com- 
posS snr les diffi^rents mat^riauz et r6dig6, par F. G. W. Stbuve. St. Paters- 
bourg 1860.*' (Der Bogen erstreckt sich von Besearabien bis Finnmarken.) 
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die Breitendi£Perenz mit dem Krümmungsradius der mittleren Breite 
multipliziert. 

Der bei diesem Prozeß begangene Fehler P kann leicht mittels 
obiger Reihen berechnet werden; er hängt ab von n und den höheren 
Potenzen von n, die man jedoch nicht in Betracht zu ziehen braucht, 
da nur das Hauptglied des Fehlerbetrages wesentlich ist Zunächst 
folgt aus (8), indem man n^ fortläßt: 

(9) — = (1 + n)(9>'— (p) — 37isin(qp'— qp)cos(9)'+ (p). 

Seien nun q) — \a und (p + \a die Breiten der Endpunkte, ersetzt 
man also, wenn (p die mittlere Breite ist, (p durch (p — \a und qr' 
durch (p + \ay d. h. qp'— qp durch a und (p + (p durch 2 qp, so geht 

(9) über in: 

(10) — = (1 + n) a — 3 n sin a cos 2 (p . 

Für den Krümmungsradius des Meridians fanden wir nun aber 
(vgl. Gleichung (23) in § 52) den Ausdruck: 

1 -e« 
Q = a -^, 

(1 - e» sin« (pY 
also mit Hinblick auf (1) und (6): 

Q = c(l +n)(l -n^[\ +n« + 2ncos2y)"' 

oder, wenn man wie zuvor n^ vernachlässigt: 

(j = c(l + n)(l — 3ncos2^) 
oder: 

(11) (> = c(l + n) — 37icoos2qp . 

Aus Gleichung (10) folgt nun, wenn man in der Entwicklung von 
sin«, da a klein ist, bei der dritten Potenz abbricht: 

s ^ c{\ + n)a — 3nco;cos2^ + -|^nco;' cos 2^ 

oder im Hinblick auf (11): 

s =^ QU + \nc a* cos 2 (p 
oder: 

(12) s ^ Qa-\- \Qnu^ cos 2 (p . 

Somit ist der Hauptbetrag des gesuchten Fehlers: 

F ^ \Qna^ cos 2 (p . 

In der Breite von 45^ verschwindet er; in der Breite von 60^, wo 
cos 2 qp = — I wird, folgt, indem n = ^J^ zirka: 

-^-nco829P = ^^-. 
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also: 



Nun ist aber: 



2400 

log (> = 7.320 , 
log 2400 = 3.3Ö0 , 
log_l- = 0.620. 

^ 2400 

Da femer a == l^ sein soll, so identifizieren wir den Sinus mit dem 

Bogen, erhalten also: 

logsinn<>= 4.726- 10, 
also: 

logF=log^Qna^cos2(p = 8.666-10, 

d.h. i^'= 0.046 

gleich I Zoll. Bei 100 Meilen würde also der Fehler i^ nur 2 Zoll 
betragen. 

§ 55. Theorie des sphäroidisohen Dreiecks. 

a) Vorbemerkungen aus der ÜAUssschen Theorie vom 

Erümmungsmaß einer Fläche. 

In strikter Analogie mit der bei ebenen Kurven befolgten 
Methode (man vergl. § 52, speziell Seite 347) definiert Gauss die 
Krümmung einer Fläche wie folgt. Faßt man den durch einen 
geschlossenen Kurvenzug begrenzten Teil einer Fläche ins Auge und 
zieht durch das Zentrum einer beliebigen Einheitskugel zu sämt- 
lichen Normalen in jedem Punkte der Begrenzungskurve Parallelen, 
so gibt das auf der Einheitskugel durch diese Parallelen aus- 
geschnittene Flächenstück, das dem Flächenstück der krummen 
Oberfläche entspricht, seinem Inhalt nach die totale Krümmung der 
Fläche an der betrachteten Stelle. Und wenn man in irgend einem 
Punkt einer Oberfläche die totale Krümmung eines Oberflächen- 
elementes der Fläche, das den Punkt enthält, durch den Flächen- 
inhalt des Elementes dividiert, so wird der Grenzwert dieses 
Quotienten das Krümmungsmaß der Fläche in dem betreffen- 
den Punkte genannt. 

Wir betrachten das Oberflächenelement als ein aus vier Krüm- 
mungslinien gebildetes kleines Rechteck, in dem die zwei Seiten cc 
dem einen System von Krümmungslinien, die beiden Seiten ß dem 
andern System von Krümmungslinien angehören, und in welchem q 

BocHHOLz, AngewAadte Mathematik. 24 
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der Hauptkrümmungsradius des einen Systems von Krümmungs- 
linien, (o) derjenige des anderen Paares sei. Die durch die Punkte 
der Peripherie des Bechtecks gezogenen Normalen liegen dann in 
vier Ebenen, von denen sich je zwei rechtwinklig schneiden und die 
diesen Normalen korrespondierenden Radien der Einheitskugel bilden 
auf deren Oberfläche ein Rechteck, dessen Inhalt leicht zu berechnen 
ist Eonstruieii; man nämlich auf der Fläche den ebenen Schnitt 
durch a, so enthält diese Ebene die Normalen in den einzelnen 
Punkten von a. Zieht man die Parallelen zu diesen Normalen durch 
das Zentrum der Einheitskugel, so liegen diese gleichfalls in einer 
Ebene und bilden einen Kreisausschnitt, dessen Bogenlänge a' die 
dem a entsprechende Seite des Flächenelements auf der Engel ist 
Infolge der Ähnlichkeit der beiden Ausschnitte verhält sich a:Q = a-A, 
so daß ä'= ccJQ und /?'= /?/((>), der Flächeninhalt des Flächenstückes 
auf der Kugel also: 

"^""^) 
ist. In Analogie zu der früher für das KrümmungsmaB ebener 
Kurven gegebenen Definition als Grenzwert des Qaotienten einer 
Länge auf dem Einheitskreis, dividiert durch die Länge der 
Kurve, gibt nach Gauss der Grenzwert des Quotienten des Flächen- 
inhalts / des Rechtecks auf der Einheitskugel, dividiert durch 
die Fläche aß des ursprünglichen Rechtecks auf der Fläche, das 
KrümmungsmaB der Fläche: 

(1) K^ 



Für das Erdsphäroid sind dabei die beiden Hauptkriimmungsradien 
() und (()) des Meridians und des zum Meridian senkrechten Schnittes 
gegeben durch die Gleichungen (23) und (24) von § 52, nämlich das: 

[ Minimum: o =-^(1— c^), 

(2) "^ 

Maximum: (o) = — , 

wo: 

A = y 1 — e^ sin^ qp 
ist. 

Gauss hat nun bewiesen, daß, wenn eine unausdehnbare, 
aber biegsame Fläche beliebig deformiert wird, das Krüm- 
mungsmaB in jedem Punkte dasselbe bleibt. FaBt man ein 
sehr kleines Stück einer krummen Oberfläche in seinem Mittelpunkte 
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ins Auge, dessen zwei, in den beiden senkrecht aufeinander stehen- 
den Hauptschnitten liegende Hauptkrümmungsradien q und (o) sind, 
so kann das betreffende Stück der beliebigen krummen 
Oberfräche ersetzt werden durch eine Sphäre vom Radius: 



(3) ^-^VÖle)' 

Ohne hier den strengen Beweis dieses Satzes, der in die 
Differentialgeometrie gehört, zu gehen, kann man ihn doch wie folgt 
einsehen. Seien FPFP' und PQ die Hauptschnitte einer durch F 
gehenden Oberfläche, d.h. die Erümmungslinien auf dieser Ober- 
fläche, und Q und (q) ihre Krümmungsradien; F sei ein dem Punkt F 
unendlich benachbarter Punkt &u{ FF' und F'Q' ein Schnitt der Ober- 
fläche mit einer Ebene durch P', die senkrecht auf der Ebene FF 
steht, vgl. Fig. 87. Ferner seien q und q' die Projektionen von Q 



1 



p- 



\ 



Fig. 87. 




Fig. 88. 



und Q' auf die Ebene FF', wie durch Fig. 88 repräsentiert sei, 
wobei PA und P'A die Normalen in den Punkten P und P' gleich p 
sind; q liegt auf PA und y' auf P'J. Sei weiter PQ = P'Q' = s 
eine kleine Größe im Vergleich zu o und (o); Fig. 89 stelle die 




Fig. 89. 

Ebene des Hauptschnittes durch PQ dar, wobei QB und PB die 
Normalen in den Punkten Q und P gleich {q) sind und q die Pro- 
jektion von Q auf PB ist. Verlängert man dann PB bis C, so daß 
PB = BC wird, und schlägt um B einen Kreis mit dem Radius (p), 

24* 
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SO ist der Winkel PQC offenbar ein rechter, also s die mittlere 
Proportionale aus Pq und PC: 



mithin: 



Nach Fig. 88 ist nun: 
also wird: 



Pqis = s:2{o), 



Pq = py = 



s' 



2(0 



PA- Pq = qA, 



qA = Q^ 



8' 

2(v)* 



Wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke PAP' und qAq' aber ist: 

qq'iPF = qA:PA 



oder: 



Daher auch: 



QQ':PP'=0 



2{f^y^' 



[PP'-QQ']:PF=Q- 



8' 
O — - ~ 



2(P)J 



o 



PP'- QQ' 



Ä' 



also : 

^^) PP' ~ 2^(ü) 

Diese Gleichung besteht für eine beliebige Oberfläche, also auch für 
eine Kugel vom Badius q [{)), Denkt man sich nun den elementaren 
Oberflächenstreifen PQQ'P' einer Kugelfläche vom Radius N = '^q[o) 
angehörig, so ergibt obige Formel: 

(5) PP'-QQ' 



S' 



PP' 



2 N iV 



Biegt man also den elementaren Oberflächenstreifen PQQ'P' so^ 
daß die Krümmung von PP' ebenso wie diejenige von PO dem 
Krümmungsradius iV = )/(> ((j) entspricht und daß dabei sowohl die 
Längen PP' wie PQ und P' Q' unverändert bleiben, dann bleibt 
nach Gleichung (5) auch QQ' ungeändert. Und mithin wird das 
ursprüngliche Flächenstück durch die Biegung übergeführt in ein 
sphärisches, eben weil QQ' sich bei der Biegung nicht ändert. 
Folglich kann in der Tat ein sehr kleiner Teil der Ober- 
fläche um P so gebogen werden^ daß er sich einer Kugel 
vom Radius -^ = [« (ö)]''» anschmiegt 

Wenn aber eine beliebige Oberfläche so gebogen wird, so 
bleiben die auf ihr gezogenen Linien in ihrer Länge unverändert, 
und die Winkel, unter denen sich diese Linien schneiden, ebenfalls. 
Aus diesem Grunde also kann auch ein kleines sphäroidisches 
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Dreieck, dessen Seiten geodätische Linien sind, einer 
Sphäre vom Radius [(>((>)7^* angepaßt werden, wobei sich die 
beiden Hauptkrümmungsradien q und {{)) auf den Mittelpunkt des 
Dreiecks beziehen und die geodätischen Linien, da sie bei der 
Biegung ihren Charakter beibehalten, kürzeste Linien auf 
der Engel, d. h. Bögen größter Kreise werden, und auch die 
Winkel des sphärischen Dreiecks dieselben sind, wie diejenigen 
des sphäroidischen Dreiecks vor der Deformation. 

b) Von den Kurven, die als Seiten eines sphäroidischen 
Dreiecks betrachtet werden können. Die Feldlinie. 

Die Ebenen, welche die Normale in A enthält und durch B 
geht, und diejenige, welche die Normale in £ enthält und durch Ä 
geht, schneiden die Oberfläche desSphäroids in zwei verschiedenen 
ebenen Kurven. Nimmt man an, daß A und £ auf der nördlichen 
Halbkugel liegen und habe £ die größere Breite, 
so daß also £ nördlicher als A hegt, dann liegt 
die Kurve AP£ (vgl. Fig. 90), die durch die 
Ebene, welche die Normale in A enthält, erzeugt 
wird, südlich von der Kurve £QA, die der Ebene 
entspricht, welche die Normale in £ enthält. Es 
besteht also gewissermaßen eine Zweideutigkeit 
in betreff dessen, was als Entfernung A£ zu be* 
trachten ist; doch ist diese Zweideutigkeit mehr 
scheinbar als wirklich, denn die kürzeste oder 
geodätische Linie zwischen A und £ unter- pig. 90. 

scheidet sich von der Länge einer jeden der 
genannten beiden ebenen Kurven nur unwesentlich. Überdies ist 
die Richtung von £QA gerade in Punkt £ die richtige, und die- 
jenige von AP£ ist richtig in A. 

unter den verschiedenen Kurven, die auf der Oberfläche des 
Sphäroids zwischen A und £ gezogen werden können, gibt es zwei, 
die von besonderem Interesse sind, die eine ist die Feldlinie, die 
andere ist die geodätische Linie. Wir wollen den Lauf einer jeden 
dieser beiden ebenen Kurven gesondert betrachten, und zwar zuerst 
denjenigen der Feldlinie. 

Dazu nehmen wir an, daß ein Beobachter mit einem Transit- 
theodoliten sich auf die Gerade zwischen die beiden Punkte A und £ 
zu placieren wünscht. Indem er seine Stellung seitlich zur Linie A £ 
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ändert, wird er glauben, sich mit den zwei Punkten A und B in 
einer Linie zu befinden, wenn er findet, daß die in Punkt L durch 
sein Teleskop gelegte vertikale Ebene durch Punkt A und durch 
Punkt B geht Mit anderen Worten, es gibt auf jedem Meridian, 
der zwischen den Meridianen von A und B verläuft, einen Punkt L 
derart, daß eine Vertikalebene in L durch A und durch B geht 
Der Inbegriff aller dieser Punkte ist die Feldlinie. 

Sei in Fig. 90 Punkt C der Pol, CQLP eine Meridianebene, 
welche die zu Anfang definierten zwei ebenen Kurven in den 
Punkten Q und P und die Feldlinie in Punkt L schneidet; femer 
seien u, und u' die reduzierten Breiten von A und B^ diejenigen 
von Py Q, L seien beziehungsweise U,y V und T}\ weiter sei -^ACB = co, 
-^ACQ =ö>„ -^56*Q = cö', so daß cö = o?, + ö>' ist; und schließ- 
lich sei a das Azimut von B oder P in Punkt A. Die dritte der 
Gleichungen (9) § 53 kann nun wie folgt geschrieben werden: 

k cos /« SID ff ^^ - 

a cos u' siD 0) 

Dividiert man die zweite der Gleichungen (9) durch vorstehenden 
Ausdruck, so erhält man die folgende Gleichung: 

V cotg cc cos u' sin Q} »- cos u sin u — sin u cos m' cos (o — e^ cos u 2 > 

aus der sich in der jetzigen Bezeichnungs weise zunächst die beiden 
folgenden Relationen ergeben: 

V cos u sin 07 cotg a = cos u, sin u — sin u, cos u' cos cj 



(1) 



— tf * cos u, (sin w' — sin «,) , 

, V cos U, sin (o, cotg a = cos u, sin C/', — sin u, cos ?/, cos oo, 

— e*C08ti,(Bin ?/, — sin m,), 

wobei: 

V = yi — tf*cos*tt, 
ist. 

Um cotg£^ aus diesen beiden Gleichungen zu eliminieren, 

multiplizieren wir die erste mit cos U, sin o), , die zweite mit 

— cost<'sina> und addieren: 

cos u, sin u' cos U, sin cj, — cos u, sin {7, cos u sin (k> 

— sin M, cos tt' cos w cos U, sin w, + sin u, cos ?7, cos (o, cos «' sin g) 

— tf * { cos M, (sin u — sin m,) cos U, sin c», 

— cos Uf (sin ?7, — sin u,) cos ii' sin q>} = , 

oder mit cosu, cosu' sinfo dividiert, da (i> » cu' + o?,, also: 

sin (o' = sin oi cos (o, — cos o? sin o), 
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ist^ auch: 

sin w, cos U, "? <* - g^^ j** __ sin K + sin u] , 

' am fi) 008 u^ ' 'J 

wobei : 

(2a) 



-.; ^ sin u' cos u, sin a, + sin u, cos u' sin a' 

cos u, cos u' sin cd 



ist. 

Nun denken wir uns wie bereits in §53 das dem sphäroidiscfaen 
Dreieck ABC entsprechende sphärische Hilfsdreieck S(9@^ auf der 
Abbildungskugel, wobm- ^ uod 8 den Punkten A und B entsprechen. 
In demselben ist «© = 90«-«,, 89® = 90<> - «', ^«eS) = co,, 
4::Se:® = tt>', <^Sie95 = G>, also a} = Q>, +Q}' 
und es entspricht Punkt 5) den Punkten P,Q,L 
der Fig. 90, die alle drei mit Punkt S) auf der 
Kugel zusammenfallen, da auf der Kugel: 

1. der Normalschnitt APB ±_ A, 

2. „ „ BQA±B, 

3. die FeldUnie 

sämtlich mit dem St und 83 verbindenden 
größten Kreisbogen zusammenfallen. Schließ- 
lich sei a® = c„ 85® = c', «85 = c, also 
c=^ c, + c' und ®® = 90® - u^. 

Aus Fig. 91 erhält man nun auf Grund der 
Gleichungen VII und VIII der sphärischen Trigonometrie (vgl. Anhang), 
wenn man in denselben /'= 90® — m^,, a = 90® — «', b = 90® — i/„ 
Cj = c,, Cj = c, Cj = CO,, Cj = (o\ C = CO setzt: 

(a) I sine sin «^ = sin t/' sine, + sin ti, sine', 

(b) \ sinrotangt/g = tangr/sino), + tangu, sineo'. 

Aus (b) folgt: 




Fig. 91. 



(3) 



tang Uq = 



sinu' costt, sinci), + sinu, cost«' sino) 



cosu, costt smo) 



oder im Hinblick auf (2 a): 

N = tang Uq . 
Daher wird (2) auch: 

• TT t. TT • f • TT sin«' — sinw, 
sm U. — is.BgUn cosc/, = — e* {smw, cos U, — : j-^ 

' o » y r r sin Ü COS 1* 

— sin U, + sinu, \ • 

Da sich aber U, und u^ nur um Größen von der Ordnung e^ unter- 
scheiden und wir durchweg vierte Potenzen von e vernachlässigen, 



(4) 
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SO können wir in dem E^lammerausdruck der rechten Seite V, 
durch Uq ersetzen und erhalten für denselben zunächst: 

/^= — : — r-{%\nu — sin?/,) — sintt« + smv, . 

Aus dem sphärischen Hilfsdreieck SQI'X) (Fig. 91) folgt nun aber 
nach dem Sinussatze: 

co%Uq sino}, = sine, sinc^, . 

Und aus dem Dreieck %QiS: 

cos tt' sin 07 = sin e^, sine, 
also: 

cosuosinii), _ ainc, 



costt'siob» eine 



mithin: 

F = -5^-1 (sin«' — sint£,) — sinu^ + sinw. 

oder, da nach (3 a): 

sine' . , sine, . , 

sinttft = --; — smti, H — -. — - sm u 

^ sine ' 8inc 

ist, auch: 

F = — ; — - (smc — smc, — sm c ) . 

8inc ^ ' 

Da aber e ~v, + c ist, so wird: 

sin«; — sine, — sine' = sine, (cos e' — 1) + sine' (cos e, — 1) 

= — 2sine, sin*^-e' — 28inc'sin*|^e, 



oder: 



, . 1 . r 



sine — sine, — sine' = — 4sin — c sm — -e,sm — , 

a tt m 



also F auch: 

(^\ F=— — *"-!fL?^l'li!i^i^'- 

cos^ 

Setzt man diesen Wert in Gleichung (4) ein, so folgt: 



— ^ — ^- r=z 2tf-8mi/, 



. c . e, 
sin — - Bin 



2 2 



" C08 — 



oder da U, — u^ von der Ordnung e*, also so klein ist, daß der 

Sinus mit dem Bogen vertauscht werden kann, so ist für Punkt F 

mit der Breite U,: 

o . e' . c, 

2 sin —- sm — - 
2 2 

(6) r, — w^ = e^coHUf^siüu,- 

COSy 
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Analog ist für Pankt Q mit der Breite U': 

2 sin — sin — 

(7) ?7' — «0 = e^ cosUq sin «' 



c 
cos- 



Nun bezieht sich ja Gleichung (Ib) auf das Dreieck AC£ 
(Fig, 90), wobei AB der Normabchnitt in A ist^ der die Knrye APS 
auf dem Sphäroid ausschneidet Diese Formel kann man aber auch 
auf das Dreieck ACL anwenden, wo LA der durch L gehende 
Normalschnitt ist Dann ist offenbar in (1 b) zu ersetzen u, durch ü, 
w durch CO,, femer u' durch u, und a durch a'. So folgt Gleichung (8). 
Legt man jedoch das Dreieck BCL zugrunde, so ist in (la) u, zu 
ersetzen durch ü, femer ü, durch u, und u durch U, schließlich cu' 
durch CO, und a durch 180 — a\ So folgt Gleichung (9): 



(8) 
und: 

(9) 



costt, yl — c*cos^ C/'sinQ^^cotgc^' = cos?7sinii, — sini/costt^cosö), 
— tf^cos ?7(8ini/, — sin U) 



costt"|/l — tf*cos* J/^8in(ö'cotg(180 — «') = cos Ubuiu 
— sin ?7co8t£' coso}' — tf* cos ?7(8intt' — sin U) . 

Multipliziert man nun zur Elimination der Kotangente (8) mit 
cos t/ sin cd', (9) mit cost£, sino^, addiert, dividiert die so erhaltene 
Gleichung mit cos u, cos u' und ordnet, so folgt: 

cos[/^(8inQ)'tangt£, + 8in(»,tangu') — 8inf7(8iDö>'cos(ü, + sincö^cos«') 

2 f sino)' cos ü(sinu, — sin U) , sin«, cos UJBinu' — sin Ü) \ ^ 

~~ \ COSM, COSU' J "" 

Ersetzt man schließlich in dem Teil dieser Gleichung, der den 
Faktor e^ enthält, U durch t£^, da sich beide nur um Größen der 
Ordnung e^ unterscheiden, so erhält man im Hinblick auf (1 b), und 
da o)' + 0), = 0) isty nach einer kleinen Reduktion: 

cos^sineotangu^ — sint'^sincö = c* IcoswQsinwtangttQ 



(9 a) 



— smti^ cos 



*'\C08W, COStt J] 



Aus dem sphärischen Hilfsdreieck SSS) (Fig. 91) folgt aber 
nach dem Sinussatz, wenn 180 — a' = /9 gesetzt wird: 

sinco'cosu^ = sine sin/? 

und aus dem Dreieck %S2): 

sinö>, co97/q = sine, sin er, . 
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Aus dem Dreieck 3(936! folgt: 



sin^ 



sin 6) 



nnd schließlich ist: 



COStt, 

■ 


Binc 


Bina, 


siDoi 


COBU' 


sine 



Durch sukzessive Reduktion erhält man daher an Stelle von Glei- 
chung (9a) auch die folgende: 

sin Q} (cos UiSLUgUn — sin U) = e^ sin co sin«^ ( 1 — ^ .?5?fL ) . 

^ ^ " ' ** \ Binc sine / 



Da aber: 



TTl. ' TT 9in(U — Wo) 

COS ?/ tangM- — sm (7 = ^ -^ 

^ " COSMq 



ist, so erhält man, wenn man den Klammerfaktor der rechten Seite 
genau wie F, vgl Gleichung (5), behandelt und schließlich wegen der 
Kleinheit des Winkels den Sinus mit dem Bogen vertauscht: 



(10) 



V — Uq = e^ cosUq sinuQ 



2 Bin -TT sui — 
2 2 



COB 



Bildet man schließlich die Differenzen der Gleichungen {6\ (7) 
und (10), nachdem man sie mit a multipliziert hat, so erhält man 
als Resultat unserer Entwicklungen die folgenden Ausdrücke: 

2 Bin — sin — 
(a) QP ^ ae^cosuQ - (sin ti' — sin u,) , 

cos- 

2 Bin —Bin-— 
(^^) I (^) ^^ = ae^coBUQ (sia^o "" sin«,), 

COB-J 

28m -Bin — 

(c) QZ = ae^ cosUq {sinu — sinu^) , 

COBy 

welche die Position des Punktes L der Feldlinie in bezug auf 
die P-Kurve und die Q-Kurve vollständig bestimmen. 

Nun ist aber die Größe 912) auf der Kugel gleich c„ auf dem 
Sphäroid, wo Punkt P dem Punkt 5) der Kugel entspricht, ist if P 
gleich c, mal 1 plus Größen höherer Ordnung in e. Denn auf der 
Kugel und dem Sphäroid unterscheiden sich bei unserer Zuordnung 
entsprechende Längen nur um Größen der Ordnung e^. Es ist also: 
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28in — sin — 
ae* cost#o ßi» (^) — sin«*,) 

LP ""*¥ 



AP ac, (1 + Größen der Ordnung e^) 

Weun nun Punkt P mit Punkt // zusammenfallt (vgl. B^ig. 90), so 
wird im sphärischen Bilddreieck (vgl P'ig. 91) Punkt ® mit Punkt 21 
zusammenfallen, also c^ = 0, c' = c, 

'"•t 1 



e, 2 

und u„ = u„ mithin: 

das besagt geometrisch, daß die Feldlinie uj( 2/ den von A aus- 
gehenden Normalschnitt ^P-S in Punkt A tangiert Und da die 
Feldlinie die P-Kurve in A berührt, so ist ihr Azimut gleich dem 
Azimut von B\ analog ist das Azimut der Feldlinie in B das 
richtige Azimut von Ä. 

Zieht man nun die Feldlinie, so sind offenbar zwei Fälle 
möglich. Es kann offenbar erstens sinu^ zwischen A und B seine 
Werte sämtlich zwischen sinw, und sinw' haben. In diesem Fall 
liegt die Feldlinie ganz zwischen den ebenen Kurven AfB und B(IA 
(vgl. Fig. 92). Liegen dagegen zweitens A und B nur wenig Grade 




A B 




voneinander entfernt, und haben nahezu dieselbe Breite, indem ihre 
bezüglichen Azimute, gemessen von Norden, beide weniger als einen 
rechten Winkel betragen, so werden die Werte von sinw^, nicht 
sämtlich zwischen sint^' und sin«, liegen. In diesem zweiten Fall 
verschwindet, wie gleich nachgewiesen werden soll, QZ, wenn: 

/■ir»\ X c# X *- c sin«' — eint«, 

(1 2) tang -i- tang — = ~ — -, - -.— - 

ist, und dieser Wert von c, bestimmt somit den Kreuzungspunkt F 
der Feldlinie mit der Q-Kurve, wie Fig. 93 zeigt. 

Soll QZ verschwinden, so muß offenbar in (11c) sinw' = sinu^ 
sein. Aus (3a) folgt jetzt also: 

sine sin u' = sine' sin«, + sine, sin t<' 
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oder: 

(13) smtt'(8inc — sine,) = sinc'sint/,. 
Nun ist aber: 

sine' = 8in(c — c,) = sine cos c, — coscsinc, , 
ferner: 

(14) ( sine = , l^'°g t^. . C08C = l^^i^, 
also wird ftlr tang(c/2) = t und tang(c,/2) = <,: 

(16) 9inc-8iDc,= (1 +,»;(! +,.«; • 

Aus (13) folgt aber: 

, sine' 

sm u = — : — sin u, , 

sin e — sm e, 

oder mit Hinblick auf (15) und (16): 

sin«' 1 + */, 



ein u, \ —tti 
also mit Hinblick auf (14): 

,,-. .1 sin t«' — sin 14, . 1 

(17) tang — c, = -: — j-—' — ^Otg -- c , 

^ ' o 2 ' sin t* + sin M, *=> 2 ' 

d. L aber Gleichung (12), die das Verschwinden von Q L bedingt, 
und dieser c,-Wert bestimmt also Punkt F, in dem die Feldlinic 
die Q-Eur7e schneidet Es liegt demnach Punkt L von Ä bis F 
zwischen den beiden ebenen Kurven äPB und BQÄ^ während 
Punkt L von jPbis B auf der Nordseite von FB liegt, d. h. von A 
bis F liegt die Feldlinie zwischen den Normalschnitten, 
und von F bis B liegt sie auf der Nordseite des Normal- 
schnittes AFB, und ihre tatsächliche Entfernung von demselben 
ist von der Ordnung tf*c*. Haben A und B dieselbe Breite, so 
liegt die Feldlinie ganz auf der Nordseite der P- Kurve und der 

Q- Kurve, die in diesem Fall zusammen- 
fallen. 

um schließlich noch einen genäherten 

Wert für den Winkel, unter dem sich 

die ebenen Kurven APB und BQ^A 

Fig. 94. schneiden, ^QAP = J (vgl. Fig. 94), 

abzuleiten unter der Voraussetzung, daß 
die Entfernung der Punkte A und B klein ist, wollen wir P 
und Q nahe bei A gelegen denken, also o), als klein annehmen 
und dann Null werden lassen. In diesem Fall kann man das 
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Dreieck QAP als eben betrachten und es ist ^QPA = 180^ — a 
bis auf Größen höherer Ordnung, also nach Fig. 94: 



(18) 



tang/ = 



QD 



QPBina 



AU AP -{- QPcoBa 

Wenn nun P und Q mit A zusammenfallen, so wird in dem 
sphärischen Bilddreieck SeS (Fig. 91), in dem Punkt 2) den 
Punkten P und Q des spfaäroidischen Dreiecks entspricht, c, = 0, 
c=z c, UqSs u,, also (IIa) zunächst: 



2 sin 



(19) 



QP = ae^cos u, 



2 



o 

C08-- 



(sin n — sin u,) sin -^ 



Setzt man jetzt «^ = m^ + du und nach dem früheren c'« c — c,, 
also da c, klein, cosc, = 1 und cos du = 1, sin du = du, so ergibt 

sich aus (3 a): 

/oA\ • sin c cos u, du 

(20) sin c, = — ; ; — 

^ ' siii u — Bin u, COS c 

Aus Fig. 95 aber erkennt man leicht, wenn man 
sich den Meridian von P und denjenigen von A 
denkt, und mit U, die Breite von P, mit u, die- 
jenige von A bezeichnet, daß: 

adu 




a 



(21) PA^^'-J'-^^ 

^ ' cosa cosa 



(»^ - »'o) = 



BaraBMl yatt,A A 
Fig. 95. 



cosa 



ist, da ja U, und u^ nach (6) sich nur um Größen von der Ordnung e^ 
unterscheiden. Vernachlässigt man nun im Nenner von (18) QPy 
weil von der Ordnung e^, gegen AP, so wird Gleichung (19) mit 
Hinhlick auf (21) genähert: 

Y Q pBina cos a 
j = , 

adu 

oder weil, da c, klein, genähert sin(c,/2) = ^sine, ist, im Hinblick 
auf (19) und (20) nach einer kleinen Reduktion: 

sin I*' — sin u, 



J=z e^ COS* tt, sin2c^ sin*— -r 

' 2 8111 u — sin u, cos e 

genau bis auf Größen der Ordnung e^. Da aber die Voraus- 
setzung, unter der wir J bestimmen wollten, die war, daß c klein 
sei, so können wir cosc = l setzen und erhalten, wenn wir u, 
mit u bezeichnen: 



(22 a) 



/ = tf> cos* u sin 2 £^ sin* 
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oder, wenn wir, da c klein ist^ noch den Sinus mit dem Bogen ver- 
tauschen als Resultat: 

(22b) / = -J «* c* cos^ u wia cos a . 

Den gleichen Winkel bilden die P- und Q- Kurve in Ä 

Für den Winkel, den die von A nach B gehende geodätische 
Linie mit dem Normalschnitt APB bildet, findet sich aber im 
§ 59 a^ vgl. Gleichung (27) der Theorie der geodätischen Linie, der 
Ausdruck abgeleitet: 

A — a, ^ — cos u, sin a, \a^ cos u, cos a, — ■ sm u, I-. 

Vernachlässigt man in diesem Ausdruck, in welchem er dem c 
im Ausdruck für J genau entspricht, das sehr kleine Glied von der 
Ordnung e^c^, so wird derselbe: 

A — a, =^ \e^c^ cos* ?/, sin a, cos cc, . 

Man ist somit in Besitz des interessanten Besultates gelangt, daß 
in erster Annäherung der Winkel der von A nach B gehen- 
den geodätischen Linie mit dem Normalschnitte APB der 
dritte Teil ist vom Winkel /, den die P-Kurve und die 
Q-Kurve bezüglich bei A und B miteinander bilden. Zieht 
man jedoch die höheren Potenzen in Betracht, so schneidet die 
geodätische Linie die Kurve BQA unter gewissen umständen; sie 
liegt, wie die Feldlinie, ganz auf der Nordseite der Normalschnitte, 
wenn diese, weil A und B dieselbe Breite haben, zusammenfallen. 

c) Das sphäroidische Dreieck. 

Zunächst wollen wir die Winkel eines sphäroidischen Drei- 
ecks — d. h. die wahren Winkel, wie sie beobachtet worden sind, 
mit anderen Worten, wie sie gebildet werden durch Verbindung der 
Eckpunkte durch Feldlinien — , dessen Seiten gegeben sind und 
in gegebenen Azimuten liegen, vergleichen mit einem sphärischen 
Dreieck, dessen Seiten die gleichen Längen haben und wobei der 
Radius der Sphäre dem zuvor erwähnten GAUssschen Theorem 
zufolge als ^V = }/(> ((>) angenommen werde. Die höheren Potenzen 
von e* wollen wir vernachlässigen und voraussetzen, daß die Diffe- 
renzen der in Frage kommenden Winkel von der Ordnung e*c* 
seien. Sind nun x und y die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
einer Kurve, die durch den Ursprung geht und daselbst die or- Achse 
berührt, so daß x^'^ 1, t/^^ ist, dann wird, wenn s die Länge 
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der Eurve^ gerechnet vom Ursprung bedeutet, nach dem Maclaubin- 
schen Satze: 



y = 

oder kürzer: 


1.2 


dB" ' 1 


.2.8 




-]-..., 


(1) X = « + 


1.2^0 + 




'+T 


.2.3 


jr '^ 


1.2.8 *o 


.4^0 • 


(2) y = 


1.2^0 + 


1.2.8^0 ••• ' 






Bekanntlich ist nun aber: 












dx^ + drß = 


= rf*« 


> 





oder: 

(3) o:'« + y'^^X. 

Mittels dieser Relation lassen sich die Differentialquotienten von (1) 
berechnen y während diejenigen von (2) aus dem Ausdruck für den 
Krümmungsradius folgen. 

Wenn eine Kurve durch zwei Oleichungen x = f\^ und y = F{f) 
gegeben ist» so ist ihr Krümmungsmaß an der Stelle t nach 
Gleichung (22) von § 52 gegeben durch den Ausdruck: 

\__ a^y"'-y'x" 
Q " (sc'» + y")*/« ' 

wo x'= dxjdt und q der Radius des Krümmungskreises ist. 
Oder, wenn die Bogenlänge 9 selbst als Parameter gewählt wird, 
im Hinblick auf (3) auch: 



j _ .// / ff 



Nach dem Tatlob sehen Satze aber wird q als Funktion von s\ 
Also ist bis zu Gliedern erster Ordnung in s: 

Durch Differentiation von (1) und (2) erhält man nun: 
(5) x'=l + *V+4*o"'+x'«" 

(6) y'= 'y."+ 4-yö", 
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und durch nochmalige Differentiation: 



»1 



/n\ ff ff I fff , ' IV 



/Ö\ ff 'f I '" 

(8) !/ =y<, + *yo • 

Daher wird Gleichung (3): 

Quadriert man, vereinigt die Glieder, welche s, «*, «• als Faktor ent- 
halten^ und setzt diese Faktoren Null, so ergibt sich: 

Femer wird Oleichung (4): 

Ct ^ "9 ^ ff ^ fff\ t f> \ -.- f'f\ 

i--yyo -"2-^0 yo ](yo +*yo ) 

(/' I ^ fff\ \ ff% l» O </ /^/| 1 ^0 

woraus in analoger Weise: 

yo = "> yu =~> yo =^^' 

also: 

folgt. 

Bezeichnet man nun den Krümmungsradius im Ursprung 
mit Qy 80 daß auch der Wert des Differentialquotienten ägjäs auf 
den Ursprung zu beziehen ist, so werden die Gleichungen (1) und (2): 

Mit Hilfe der Entwicklungen für sius/q und cos sjq erhält man also 
als Resultat: 

(11) ..pri.|+^g-i)+... 

„2) y.„(i_e„,i)__^(^) + ... 

Somit sind wir im Besitz der Ausdrücke für die Koordinaten eines 
Punktes einer beliebigen Kurve s, die durch den Ursprung geht^ 
als Funktionen des Krümmungsradius und seiner ersten Derivierten 
f&r den Ursprung, wobei also der erste dieser beiden Werte inklusive 
bis zur vierten, der zweite bis zur dritten Ordnung richtig ist 

Wendet man diese Ausdrücke auf die Schnittkurve unserer 
sphäroidischen Oberfläche mit der Ebene, welche die Normale in A 



+ ... 
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enthält und durch B geht, an, fällt von ^ ein Perpendikel auf die 
Normale in A und bezeichnet mit ^,17 die Koordinaten von B, mit 
c die Länge der Kurve AB und mit R den Krümmungsradius 
in A^ 30 ist also: 
(13) |.si„-J + j^(^3D + .., 

,14) i.,_e„.^-^(^f) 

Für das Krümmungsmaß in Punkt A aber wurde in § 54a), vgl. 
Gleichung (6), der Ausdruck gefunden, wenn (p' die Breite des 
Punktes A und er das Azimut von jS in ^ bezeichnet: 

i = -4(l+T4e.«os>'co8»a). 
wobei nach Gleichung (24) von § 52: 

[q] = -^ und: J = (1 — «*sin*9>7'' 
ist. Also ist bei Vernachlässigung von e* auch: 

-^ = — (^ "" Y ^* ®^^* ^') ^^ "^ ** ^^®* ^ ^^®* ^^ ' 
oder innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze: 

(15) — - = — (1 — -i-8in*qp'+ c*co8*qp'cos'a) . 

Bezeichne nun (p die mittlere Breite eines kleinen Dreiecks, 
wie auch q und {q) als Krümmungsradien des Mittelpunktes des be- 
züglichen Rayons der Fläche definiert sind, dann wird im Hinblick 
auf (23) und (24) von § 52 der zu Anfang definierte GAUsssche Wert: 



1 



= J_ J2(i _ ^3)-v, = Jl(1 + e^[\ - e^sin» 



oder: 

(16) A. = |(l + -;*-«'8in»<p). 

Nun wollen wir die Koordinaten | und 17 als Funktionen der 
Größen N und R darstellen und dabei in ^ Glieder höherer Ordnung 
als e* c', und in ti Glieder höherer Ordnung als e^ c* vernachlässigen. 
Gleichung (13) kann man auch schreiben: 

I i? /f \ i? f . c , c* ldli\\ 

Da aber R ein beliebiger Wert, N die Quadratwurzel aus dem 
Produkt des größten und kleinsten Wertes des Krümmungsradius 
in Punkt A des Sphäroids ist, und sich die Krümmungsradien des 

BuGHHOLZy Angewandte Mftthematik. 25 
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Sphäroids im Hinblick auf die Ausdrücke (23] und (24) Yon § 52 
nur um Größen der Ordnung e^ unterscheiden, so kann man ge- 
nähert: 

Z - 1 1 ö*Ä _ c* 
^ - 1, aiso: -jj-^-^ 

setzen und erhält: 

oder: 

^8m-ß = sin^ + ^(^.-^). 

Nun ist aber: 

112 2 

-^ + P^ = f- Glieder der Ordnung c* = - + Ordnung c^, 

also: 

Mithin wird: 

Analog erhält man: 
oder: 
Bis auf Größen der Ordnung «* ist wieder: 

6 g' _ c» . 
QR'N ~ 6 Ä« ' 

femer: 

~N2R^~2N* 2iV« "^ 2ÄiV'" 2i\r* 2 iV" ^A' i^j ' 

also: 

^ ~ 1 - cos -j^,- - ^ ^, 1^- - _j - ^-^ ^_j -^ ... 

Somit erhalten wir als Eesultat unserer Ent¥rickelungen die 
Koordinaten | und rj als Funktion von N und R die Ausdrücke: 

(17) _==8m^ + 3-^,(-^--^)+^(^), 

MQ\ ^1 ^ r« /l n c* ldR\ 

(18) -; = 1 -C08^- -^^, (_,__) _^^(_), 
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wobei: 

(19) — = — M — Y8in'qp'+ «*cos*aco8*9'|, 

ist 

Setzt man im Ausdruck flir 1/^ für das Azimut a von AJB 
dasjenige der Mitte von AB, das mit y bezeichnet werde, und (p 
statt <p\ so folgt aus (19) und (20): 

oder: 

(21) ^_^ = __?_co8«9PC08 2y. 

Darch Einführung dieses Wertes in (18) und (19) erhält man 
innerhalb der festgesetzten Genauigkeitsgrenze, d. h. bei Vernach- 
lässigung der Ordnung e^c^ in. ^ und e^c^ in rj, die Koordinaten | 
und fj ausgedrückt als Funktionen des Radius: 

der Gauss sehen Sphäre, durch welche man ein kleines Stück einer 
krummen Oberfläche, also auch des Sphäroids ersetzt denken kann: 

(22) • I == JVTsin-^ - |^, C08> cos 2 y , 

(23) 17 « JV^l - cos~j + -|-^ cos« qp cos 2 y 
und hieraus: 

I« + 1^2 = iV» sin» J. -- ^-^ cos» y cos 2 y 

+ iV»(l - cos-^]%2(l - cos-j) ''-*^- cos> cos 2 ;' , 
oder, mit Hinblick auf die Entwicklungen für sin(c/J\^ und cos(c/iV): 

(24) |» + i;2 = 2iVr»(l - cos^) - ^'|-- cos> cos 2 / , 

wobei die in (22), (23) und (24) fortgelassenen kleinen Glieder ohne 
Belang sind. Die Lage von Punkt J3 auf dem Sphäroid ist somit 
endgültig definiert. Analog erhielte man die Koordinaten ^, rf eines 
Punktes C der Kurve AC, indem man nur h an. Stelle von c und ß 
an Stelle von y in letzteren Gleichungen substituiert. 

In Anwendung dieser Betrachtungsweise denken wir uns nun 
die Gauss sehe Kugel vom Radius: 

26» 
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konstruiert und auf derselben ein kleines sphärisches Dreieck 
fixiert^ dessen Winkel A^ B, C seien und dessen Seiten a, b, c Bögen 
größter Kreise sind. Die Winkel des sphäroidischen Dreiecks 
dagegen, welche die Feldlinien miteinander bilden, seien: 

Ä = Ä + dA, 
F^ B+dB, 
C'= C+dC\ 

die Azimute der Seiten a, b, c aber seien a, ß, y, und zwar die 
Azimute der Mitten dieser Seiten, die von bis 360^ gezählt werden 
in derselben Reihenfolge^ wie die Buchstaben A, B, C aufeinander 
folgen. 






Fig. 96. 



Vig. 97. 



Fig. 98. 



Konstruiert man nun auf dem Sphäroid die Tangentialebene 
in A\ legt durch A' zwei Normalschnitte, welche die Kurven A' B 
und Ä C auf dem Sphäroid ausschneiden, fällt von den Ecken B C 
des sphäroidischen Dreiecks die Lote C C" und B B' auf die 
Tangentialebene und setzt: 



B'A' = i, C"/i' = |', 



V 



^ er Ä B" = A\ 



BB' = fj, CC" 
so ist nach Figur 97: 

Aus dem Dreieck A' B" C" (vgl. Fig. 98) aber folgt: 

(Ä'6'T = r + r'~2||'cos^', 
also: 

(25) [B Cf = (//- ,if + |2 + i-a.. 2 gl' cos A\ 

Wir können aber für die Sehne B C noch einen zweiten Aus- 
druck ableiten. Das Quadrat der Sehne ist ja beim Kreis, wenn 
w der Zentriwinkel der Sehne S und r der Radius ist: 

S2 = 2r2(l - cost£?), 
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also für das Sphäroid genähert: 
oder bei Entwicklung des Cosinus: 



oder: 






Nach dem Früheren wird nun aber, bei Vernachlässigung der 
Ordnung e^: 

('-*)- ^* (i + i) {!■ - i) 

oder: 

oder mit Hinblick auf Gleichung (21), indem jetzt a an Stelle 
von y tritt: 

1 1 — ^j = — e* cos^ <p cos 2qc. 
Daher wird der Ausdruck für die Sehne auch: 



(2G) 



l^^ -] = 2(1 — cosa) — ^a*cos2qpcos2a. 



Bei Anwendung der neuen Bezeichnungsweise ajN statt a, 
bjN statt b und cjN statt c, erhält man also aus (22) und (23), 
wenn zur Abkürzung: 



gesetzt wird: 



(27) 



N 



^^2 ^*COS*qp = i 



= sine — 2i cos 27^0', 






r = sinÄ — 2t cos 2ßb^ , 



N 



= 1 — cosc + 3/cos2;'c^, 



= 1 -cosÄ + 3icos2/9*3. 



Bildet man nun im Hinblick auf diese vier Relationen, unter 
Vernachlässigung von 1* als von der Ordnung e\ den Ausdruck (25) 
für die Sehne, so folgt zunächst: 
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^r + r' - 2|rco9^' + (;y - v?\ = sin^c + %mH 

— 4i8incco8 2y.c^ — 4/8inÄco82/9i^ — 2cos^' {sin i sine 

— 22(8incco82/9/>» + sinbcos2yc^} + {cosb — cosc)* 

+ 6l(C08Ä — C08c)(c2cOS2/ — Ä*C082/?), 

oder, wenn man in den Termen, die i als Faktor enthalten , c an 
Stelle von sine und h an Stelle von sini, femer: 

, <?• - 6« 
cos^ — cosc = — 

setzt und entsprechend ordnet und zusammenzieht: 

-^r + r' - 2||'cos^' + (ly - r{)^ = 2 - 2c08ÄC08r 
(28) - - 28in b sine cos Ä + i b^ cos 2 ß [Abc cos^' - 3c* — b*) 

+ 2c»co82/(4Äccos^'- 3i«- c»). 

Subtrahiert man endlich den für die Sehne berechneten zweiten 
Ausdruck (26) von Gleichung (28), so resultiert die Gleichung: 

{0 = 2(cosa — cos^cosc — sin^ sine cos ^0 + {Vcos2£; 
+ ib^ cos 2/9 i? + IC« cos 2y K, 

indem zur Abkürzung gesetzt ist: 

j 4ÄCC08.4'- 3c»- i« = K, 
^^^^^ l 4^ccos^' - 3i* -^c^^H. 

Diese Ausdrücke aber sind zu transformieren. Denn, da das Drei- 
eck auf dem Erdsphäroid als klein vorausgesetzt wurde, so können 
wir es sehr genähert als eben betrachten, so daß: 

a^ = b^ + c^- 2bccoBÄ 
ist, also auch: 

H^-c^^2a^ + b^, 
oder da: 

^2 = c* + a»-2acco8J8 
ist, auch: 

IH = — a^ -^ 2accosB, 
aualog: 
Z = -a2-2aÄco8C. 

Für ein sphärisches Dreieck mit den Seiten a, b, c und den 
Winkeln A, £, C ist nun nach dem Eosinussatz: 

cosa = COS&COSC + sin& sine cos i^. 
Für Ä ^ A wäre: 
(29c) cosa — cos^cose — sinA sine cos /i' = 0, 
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also das Elammerglied der rechten Seite von Gleichung (29) Null. 
Nun ist aber^ da dA klein, also cosdA^ 1 und sindÄ = dA ist: 

cos A' = cos [A + dA) = cos ^ — sin AdA , 

also die linke Seite von (29 c), die wir mit S^ bezeichnen wollen t 

Sj^ 33 cosa ~ cosb cosc — sinb sine cos^ + sin^ sine sin^ dA . 

Die Summe der drei ersten Glieder rechts ist nach dem Eosinussatz 

gleich Null, also: 

Sj^ = sind sine sin A dA . 

In der Ebene ist nun der Flächeninhalt eines Dreiecks: 

j be ' j 

Analog ist auf der Sphäre, wenn die Seiten b und c klein sind, 
genähert: 

2 J s= sind sine sin A , 
mithin: 

Ä, = 2Jrf^. 

Daher schreibt sich Gleichung (29) auch; 

(aO) ^rf^ = -a*co82a-Ä»co8 2/9jff-e*cos2yÄ:. 

Im Hinblick auf die Grundgleichungen (III) der ebenen Trigono- 
metrie (ygl. Anhang) kann man die rechte Seite von Gleichung (30) 
bei Einführung der Werte von H und K zunächst wie folgt trans- 
formieren: 

- a*cos2a + b^CQs2ß[a^ + 2acco%B) + c^co%2Y[a^ + 2aÄcosC) 
= 2abc\— acos{ß + y) — acoSi4cos2a}. 

Jetzt ist leicht zu sehen^ daß die rechte Seite dieser Gleichung^ im 
Hinblick auf die Relationen (IIa) der ebenen Trigonometrie (vgl. An- 
hang) durch eine kleine Transformation wie folgt ersetzt werden kann: 

a {— cos(/9 + y) — cos i4 cos 2a} 
(31) = sin i4 {e sin (« + /) — * sin {<^ + ß)} 

= a{sin(7sin(a + /) — sinJ88in(cf + ß)}. 

Im Hinblick auf die Relationen (Ic) (vgl. Anhang), aus denen: 

sin (7 = sin(/9 — a), 
siujB = sin(y — a), 
sin^ = — cosiß — y) 
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folgt, müßte also nach (31) bei Einführung dieser Werte die Gleichung 

bestehen: 

sio (/? — «) sin {cc + y) — sin (cc — y) sin {a + ß) 

= — cos (/9 + y) + co8(/? — y) cos 2a . 

Daß dieselbe in der Tat besteht, erkennt man, wenn man die Sinus 
der Summe und Differenz in die Summe und Differenz der Produkte 
Terwandelt, die Multiplikation ausführt und zusammenzieht So folgt: 

sin iß — ä) sin [a + y)— sin {a — ;') sin [cc + ß) 

= cos/9co8y (— 2 sin*«) + sin/9siny(2cos*a) 

= co8/9cos;'(cos2a — 1) + sin/9siny(co8 2a + 1) 

= — cos (/9 + y) + cos (/? — y) cos 2a . 

Im Hinblick auf (31) wird Gleichung (30) also: 

AAdA = 22aÄcsin^{csin(a + /) — Asin(a + ß)\. 

Man erhält somit, da: 

2A ^bc%mÄ 

ist, als Resultat unserer Entwicklungen: 

dA = iabc jÜ^(»^ _ .-I^JtJ!^! , 

analog: 

dB = iabc jiil(^+J?)- _ J?lifr_ti)| , 

dc = iahe jl'^frjL« _ "°(« + y)[ . 

Diesen Gleichungen kann man aber noch eine andere Form 
geben, die in der Theorie der geodätischen Linie von Wichtig- 
keit ist. Die Gleichung: 

dA = i{ac8in(a + y) — a^8in(a + /J)} 

läßt sich mit Hinblick auf die Relationen (la) und (Ib) der el)enen 
Trigonometrie (vgl. Anhang) auch wie folgt transformieren, indem 
man die Sinus ausführt und ordnet: 

dÄ = (c cos;' — b cos/9) a sin« + (c sin;' — Äsin/9) a cosa 
= (ccos/ — bcosß){— b^'mß — csin;') 
+ [csiny — bsinß){— bcosß — ccosy) = b^sm2ß — c*sin2;'. 

An Stelle der Gleichungen (32) erhält man somit auch die folgenden: 

dA — ib^ sm2ß — ic^ sin2;', 
(32) l d£^ic^sm2y - ia^Bin2a, 

dC = ia^mi2a — iÄ*sin2/?, 

aus denen ersichtlich ist, daß in bezug auf die Ordnung der hier 
mitgenommenen kleinen Größen die Summe der Winkel im sphä- 



(32 a) 
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roidischen Dreieck gleich ist der Summe der Winkel im sphä- 
rischen Dreieck. 

Als numerisches Beispiel wählen wir das zuvor in § 53 be- 
rechnete große Dreieck. Der mittlere der drei Werte von JV, die 
den Eckpunkten des Dreiecks entsprechen, ist N = 20942838, und 
obige Formeln ergehen: 

rf^ = - 0.093"; rf^ = + Ü.132"; dC = - 0.039" . 

Verwandelt man mit dem obigen Wert von N die Seiten a, b, c des 
Dreiecks in Bogenmaß und berechnet die Winkel des korrespon- 
dierenden sphärischen Dreiecks streng, so erhält man folgende, nur 
wenig voneinander abweichende Winkelwertiie: 

sphäroidisch sphärisch 

A' = 98M4'37."0965 Ä = 98 «44' 37." 1899 

F = 58 16 46. 5994 ^=58 16 46. 4737 

C = 23 12. 7303 C = 23 12. 7634 

«' = 1 36. 4262 8 = 1 36. 4270 

Die wirkliche Differenz des „sphärischen Exzesses'' (d. i. der Über- 
schuß über die Winkelsumme von 2 7?) beider Dreiecke ist mithin 
0."0008. 

d) Bestimmung der Fehler der Winkel und Seiten eines als 
sphärisch berechneten sphäroidischen Dreiecks. 

Zum Schluß dieses Kapitels wollen wir noch den Fehler unter- 
suchen, der dadurch entsteht, daß man ein sphäroidisches Dreieck 
wie ein sphärisches berechnet. Wir wollen also annehmen, daß, 
wenn die zwei Seiten a und b eines sphäroidischen Dreiecks und 
der von ihnen eingeschlossene sphäroidische Winkel gegeben sind 
und daraus. die dritte Seite und die beiden anderen Winkel nach 
den Regeln der sphärischen Trigonometrie berechnet, demnach also 
mit Fehlern behaftet erhalten worden sind: daß dann die Ausdrücke 
für die Fehler der so erhaltenen beiden Winkel und der dritten 
Seite, d Aj d B und de berechnet werden sollen. 

Zieht man nur ein kleines Dreieck auf der Erdoberfläche in 
Betracht, so kann man dieses als eben betrachten. Aus den beiden 
Seiten «, h und dem eingeschlossenen Winkel C ergeben sich dann 
die übrigen Stücke, und zwar ist nach dem Kosinussatz: 

t3 = «2 + ^2- 2abco^C\ 
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Betrachtet man nun a und b als konstant und c und C als variabel, 

so folgt durch Differentiation: 

cdc ^ abBinCdC, 

Nach dem Sinussatz ist aber: 

asmC — c sin ^ , 
also: 

(1) dc^bsmAdC. 

Man sieht somit^ daß, wenn Cum dC wächst, cum b sin Ad C wächst 
Ferner ist nach dem Eosinussatz auch: 

a« = b^ + c^-'2bccoQÄ. 

Denkt man wieder a und b konstant, aber c und A variabel, so folgt: 

= cdc — b C08 Ade + 6c sin AdA, 

also durch Einsetzen in (1): 

= (c — b cos A)dC+ cdÄ, 
oder, da nach dem Eosinussatz: 

cos A = — -^^TT 

2be 

ist, auch: 



= (a* ^ Zi» + c^)dC +2c^dA. 

Mithin wird, da nach dem Eosinussatz: 

^ a* — 6* + c^ « 2 a c cos 5 
ist: 



dA^-~QOsBdC, 



analog: 

b 



d£= COS Ad Cj 



c 



wobei das jetzige dA zur Unterscheidung von dA\uÄ=A + dA 
der früheren Untersuchungen (vgl. S. 388) durch dA bezeichnet 
wurde. Somit wächst also, wenn C und dC wächst: 

A um: cos BdC, 

c 

^ um: cosAdC. 

e ' 

c um: b sin AdC 
und mithin tritt, wenn C um dC wächst: 



(2) 



^ — — cos BdC an Stelle von: A + dA, 

B -- —cos AdC „ „ „ B + dB, 

c 

c + b sin AdC „ „ „ c . 
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In dieser Weise berechnet man aus den Seiten a und b und dem 
eingeschlossenen Winkel C + dC die Winkel A und JB und die 
Seite Cj indem man das sphäroidische Dreieck als ein sphärisches 
oder vielmehr als ein ebenes betrachtet. Nach dem Früheren stimmen 
nun die Winkel des sphäroidischen Dreiecks^ A'=:Ä + dA, 
]?= B + dJB, C'= C+dC, welche die Feldlinien miteinander 
bilden und welche direkt durch Visieren gefunden werden ^ nicht 
genau überein mit denjenigen Winkeln, welche die geodätischen 
Linien im geodätischen Dreieck miteinander bilden. Bildet man 
die Differenzen der entsprechenden Stücke A + dAj B + dB und 
c des richtig berechnet gedachten und der Stücke (2) des als eben 
betrachteten sphäroidischen Dreiecks, so erhält man die „Fehler'' 
der betreffenden Stücke: 



(3) 



a 



dA^-~cosBdC--dAj 



dB^--co^ÄdC^dB, 



de = b sin Ad C, 

oder, da durch Addition der Gleichungen (32 a] von Abteilung c) 
dieses Paragraphen: 

dC^'-'{dA + dB) 
folgt, auch: 

dA^ i^cosB-' l]dA + 

dB= i^cosA — l]dB + 

de = b sin Ad C, 

oder, da nach dem Vorhergehenden: 

e — b cos A =: a cos B , 
esmA^asinC 

ist, zunächst als Resultat unserer Entwicklungen: 

dB 



a 
e 

b 

e 



cosBdB, 
cos AdA, 



(4) 



dB^^i ^ 006 A -'^i^- COS JB\, 

c [ a o ] 



de = — sinCrfC. 



Diese Ausdrücke kann man aber noch weiter transformieren. 
Im Hinblick auf die Relationen I c (vgl. Anhang) ei^ibt sich zunächst 
durch Einsetzen der Werte (32a) ^ dA und dB: 



Bin (a -h ß) C08 (g - y) ^ B\n(ß + y)co8(a - y) 
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dA^ia^b^ ( "°(« + y)co8(ig -y) ___ ain Q? + «) cos (j? - y ) 

8iii(/? + y)co8(a - y)\ 
+ S^ft 1 

Zur VereinigUDg des ersten und vierten Gliedes ist: 

sin(£^ + r)(^0H(ß ~ /) = 1 sin{a + ß)+ ^8in(a - ß + 2;-), 

8in(^ + y)coQ{a — r) = i8in(a + /?) — i8in(a — /!/ — 2/), 
femer: 

1 sin (a — /9 ± 2 y) = i- sin {a — ß)cos2'y ±\cos{a -- ß)sm2y. 

Daher wird die Summe des ersten und vierten Gliedes, wenn man 
gleich mit ia^b^ multipliziert: 

iab {sin {a + ß) + cos [a — ß) sin 2 y] . 

Zur Vereinigung des zweiten und dritten Gliedes ist: 

sin(/9 + a)cos{ß - y) = lsm(a + 2ß - y)|sin(a + y), 

— sin {a + ß) cos (a — y) = — ^ sin (2 a + /? — y) — J- sin (/? + y) , 

6 sin (7 , sin {8 — a) 
sm i> sm (ff — y) 

a sin (7 sin (8 — a) 

C 5= = et • 

sin A sin (y — (i) 

Daher wird die Summe des zweiten und dritten Gliedes: 

- ^'^il'^(^-_~^cö ^®^" ^'' " ^'^ ^^^ iß-r)- cos (a - y) sin (ß - y)} 

^ sm (« + I?) 

Folglich die definitiven Werte der gesuchten Fehler: 

d A = iab \2 sin (a + ß) + sin 2 y cos {a — ß)\, 

öi? = - I a ^ j2 sin (a + /?) + sin 2 y cos(a - ß}\ . 

In ähnlicher Weise lassen sich die Fehler da und db der 
Seiten a und b eines sphäroidischen Dreiecks berechnen, die dadurch 
entstehen, daß man diese Stücke aus der Seite c und den anliegenden 
sphäroidischen Winkeln A + dA und £ + dB nach den Regeln der 
sphärischen Trigonometrie berechnet. Nach einer der vorigen ganz 
analogen Rechnung ergibt sich das Resultat: 

\ ^^= '" «in-U !^ ^^^ ^^ + ^'^ + sin 2 /? cos {a - y)} , 
l ÖÄ =- I Jl^'^ j2sin(/9 + y) + sin2«cos(/? - y)}. 

Der Maximalbetrag des Fehlers, der bei Berechnung der Seite eines 
Dreiecks infolge der Abweichung der sphäroidischen Form des Drei- 



(5) 
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ecks von der sphärischen entstehen kann^ ist dabei kleiner als 
le^cos^tpadcJBmC, wo C der Winkel ist, welcher der Basis oder 
der gegebenen Seite gegenüberliegt. 

Bestimmt man im Fall des in §53 berechneten sphäroidischen 
Dreiecks ans der gegebenen Seite c die Seiten a und d nach den 
Regeln der Trigonometrie numerisch^ so ergeben sich die Fehler 
dieser Seiten zu + 0.5 Fuß und + 0.7 Fuß, was im Vergleich zu 
so großen Entfernungen, wie a =■ 209 Meilen und /> = 180 Meilen, 
nicht in Betracht kommende Werte sind. 

Daraus folgt, daß sphäroidische Dreiecke wie sphärische 
berechnet werden können, diese letzteren aber werden, wie wir 
im Abschluß der Untersuchungen dieses Kapitels nun noch zeigen 
wollen, auf Grund des Legend be sehen Theorems berechnet und 
der „sphärische Exzeß'' aus der Formel: 

^^ * " 2^(^)8inl"' 

in der q und ((>) die beiden Hauptkrümmungsradien bezeichnen, 
und zwar ist nach § 53 (vgl. Seite 849): 

(> = -^(1 — «*) der Minimalwert, 

((>) a= — der Maximalwert 

des Krümmungsradius und: 

Wir entwickeln nun also noch: 



Das LEGENDREsche Theorem. 

Um diesen Fundamentalsatz der theoretischen Geodäsie, 
der die Grundlage für die praktische Berechnung der Dreiecke 
in der niederen Geodäsie abgibt, in einfachster Weise zu ge- 
winnen, gehen wir aus von den beiden ersten der, fiir ein sphärisches 
Dreieck geltenden Delambre sehen Formeln V (vgl. Anhang): 

/ sin jiD-hC) _ coB^jb- e) 
Q J Cü8 ^ A cos ^ a 

' sin ^ A cos ^ a 

Bezeichne nun A den „sphärischen Exzeß'^, oder Flächen* 
in halt des Dreiecks, wenn der Radius der Sphäre gleich 1 ist, und 
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der Winkel durch die Bogenlänge des Einheitskreises ersetzt wird^ 

so ist: 

A= A + ß + C'-ny 

A also der Überschuß über 180^; also: 

sin^ J = - cos|[^ + (jB '+ C)], 

oder: 

sin^ J = sin|(J8 + C)sin|i^ - co8|(J? + C)co8|^. 

Nimmt man also von den beiden Gleichungen (8) die halbe Differenz, 
so folgt: 

. 1 ^ _ eoB \(h — c) cos \ABm\A ^ cos |(6 + c) sin j- ^ cos } A 
2 cos I a cos •)• a 

oder, da: 

ist: 
(9) 



sin l-AcoQ\A=:\ sin Ä 



. 1 . sin i 6 sm 4^ . . 

Sin — J = — r— ^— 8U1 -^ . 

2 cos ^ a 



Nun setzen wir zur Abkürzung: 



(10) 



(7 — 



^1 = 



(T, = 



^3 = 



2 



a — b-^e 
2 

a + 6 — c 



und bedenken, daß: 

(loa) 

(10 b) 

ist. Dann wird: 



sin i. ^ = i/^5^f^" 

2 1^ sin sin (? 

1 j , /sin (7 sin a« 
COS -- J = ]/ ...* 

2 1^ sm 6 sm c 



sm 



oder, da: 
ist: 

(11) 



j 2 V sin (7 sin cTi sin a* sin ag 

^ := — ' -, — r— ; I • 

sm sm e 
sin Ä = 2 sin ^ ^ cos ^ A 



1 . __ (sin g sin di sin gf sin o-g) '* 

2 "~ 2 cos ^ a cos ^ b cos -J- e 



Nun fassen wir den Fall eines sphärischen Dreiecks ins Auge, 
dessen Seiten klein sind im Vergleich zum Badius der Sphäre, und 
es seien A', B\ C die Winkel und J' der Flächeninhalt eines 
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ebeoen Dreiecks mit den Seiten ayb,c, welche dieselben seien, 
wie diejenigen des sphärischen Dreiecks. Dann ist zunächst: 

8in~J = -J--— + .... 

Da nun die Seiten des Dreiecks als klein vorausgesetzt sind, und 

der Flächeninhalt dem Quadrat der Seitenlängen proportional ist^ 

so ist er klein von zweiter Ordnung, und mithin J^ klein von 

sechster Ordnung. Bei Vernachlässigung des Gliedes sechster 

Ordnung wird: 

2 8in^ J = J, 
also: 

. I ^v ^ (sin tr sin er, sin a, sin a,) '• 

^ ^ cos ^a 008^6 cos ^c 

Nun ist aber^ unter Vernachlässigung von Gliedern sechster 
und höherer Ordnung: 

8inV«(7 = <T*/«(1 — tt, (T* + w^ <r*), 

wo u^ und u^ zu bestimmen sind. Quadriert man und vernachlässigt 
höhere Potenzen von ty als die vierte^ so folgt: 

sin (7 = ö'(l + ttj a* — 2^2 (X* + 2u^ er*) , 



oder: 

'^ """6 ' 120 



<^ - -^ + ^ - ^ [1 - 2 II, er» + (ti J + 2 u,) er*] , 



also: 

und demnach: 



8inV.. = .V.(l_4 + ^) 



Daher wird der Zähler Z von Gleichung (12) bei Vernachlässigung 
vierter Potenzen: 

^- "■'• {• - ^) ".■'■(' - -t^) ».■'■(' - 1) "■'•(• --s) • 

oder: 

Bei Einführung der Werte (10) für die a geht mithin Gleichung (1 2) 
über in: 

(<r <ri (F, cTj) 'Ml TT 

(13) ^ = r-^^-TÄ — i^ -' 

^ ' cos \ a cos -^ cos ^ e 

Nun ist aber: 

cos — a =1—4"» Ä^so: ^ — = 1 + ^, 

2^ 8 ' cos|a 8 
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mithin unter Vernachlässigung höherer Potenzen: 

1 t 1 «' + ''• + c* 

= 1-1 — - . 



C08 ^ a cos J b cos ^ e 8 

Daher wird Gleichung (13) auch: 

A = ((7(7, <T,(73)/^(1 ^2 ) (1 + 8 J' 

oder bei Vernachlässigung höherer Potenzen: 

A ( w l\ . a» + 6« + (J*\ 

A = ((T(T, (T,(7g)/»^1 + -^ j . 

Der Flächeninhalt eines ebenen Dreiecks von den Seiten 
a, Ä, c ist aber im Hinblick auf die Gleichungen (10): 

A' = [a (7i (Tjj (r,)V. . 

Als Eesultat unserer Entwicklungen folgt für den sphärischen 

Exzeß zunächst: 

(14) j = j'(i + £'±^*). 

Nun gelten für das sphärische Dreieck die Formeln (10a) 
und (10b). Für das ebene Dreieck sind dieselben: 

(lOc) 8mi-^'=|/^^ 

(lOd) C08|^'=|/^. 

Aus den Gleichungen (10a) bis (lOd) ergibt sich nun: 

sin i. ^ cos i- ^' = f ^y« (?i^«in M V. ^ 

2 2 \ f>c 1 \ Bin ö Bin c y 

1 j 1 ., /(T- <ra\ V« / sin er sin <r, \Vi 
C0S---^C08--.'i'= -^ ... M , 

2 2 V ^ ^ / \ sin sin (; y 

und hieraus durch Subtraktion: 

/ sin er, sin cTj V/i / sin <t sin <t, \ V* 

(15) 8in-i(^-^') = /-XX: "^i ".v~r"^r" j_. 

^ ' 2 ^ ^ bc jsinb sm cy/a 

Mit Benutzung der zuvor gefundenen Gleichung: 
folgt weiter bei Vernachlässigung höherer Potenzen als der vierten: 

V (7, " "(fg j 12 12 "•" 1440 "*■ 1440 "^ 144 ' 

analog: 

\ä (hl" l'-iJ "" ' 12~ "^ T44Ö "*" 1440 "* liT' ' 
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Daher wird der Zähler Z' von Gleichung (15) zunächst: 

12 "*■ 1440 ■*" 144 

Aus den Definitionsgleichungen (10) der a aber erhält man durch 
Ausrechnung: 

Folglich wird: 

"^ ~ 6 1440 ^288^^ -c). 

Der Nenner von Gleichung (15) aber wird genügend genau: 

/ sin h sin c \ V« - 6* + c* 

also Gleichung (15): 

sm~(J-^) = — (1 ___J^l + __j, 

oder: 

oder, da: 

2sin-^(^-^') = J-^' 

ist, bei Einführung des Wertes von J' auch: 

^ = ^ +T-l^+ m Ji^ 24 J- 

Somit ergibt sich als Resultat die erste der folgenden Gleichungen, 
— die zweite und dritte folgen symmetrisch: 



(16) 



^ = ^' + 4 + w(- 2a« + J« + c»), 
£ = B' + ^ + ^{a' -2b* + c*), 
C= 6" + -^ + -!-(«« + *» -2c«). 



3 ' 180 

Vernachlässigt man in diesen Ausdrücken Glieder vierter Ord- 
nung, so erhält man das LEOENBBEsche Theorem, das wie folgt 
lautet: 

Die Winkel A, JS, C eines sphärischen Dreiecks mit 
den Seiten a, b, Cj dieselben als klein vorausgesetzt im 
Vergleich zum Badius der Sphäre, sind gleich den ent- 
sprechenden Winkeln eines ebenen Dreiecks von den glei- 

BucHHOLZ, Angewandte Mathematik. 26 
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chen Seitenlängen o, &, Cy wenn man zu jedem dieser Winkel 
ein Drittel des sphärischen Exzesses addiert: 

(17) A = A' + ^. B^B' + -^, C=C' + -f. 

Die Anwendung dieses Theorems vereinfacht wesentlich die 
numerische Berechnung der Dreiecke in der niederen Geo- 
däsie. Es erübrigt nur noch zu zeigen, daß die Fehler, welche 
durch die Anwendung des Legendbe sehen Theorems entstehen, in 
der Tat so klein sind^ daß sie für die Praxis keine Bolle 
spielen. Dazu gehen wir aus vom Sinussatz für ein ebenes 
Dreieck, dessen Seite c gegeben ist: 

csinJ.' 
Bin G 

oder, im Hinblick auf Legekdres Theorem: 

j a=csin(J[--JJ)cosec(C-iJ), 

^ ^ i Ä = csin(^- J-J)cosec(C- J-2/). 

Offenbar werden nun die Fehler da une dh der so berechneten 
Seiten a und b abhängen von dem wirklich angenommenen Wert 
von A, der auf verschiedene Weise berechnet werden kann. Des- 
halb wollen wir diese Fehler zunächst als Funktionen einer will- 
kürlichen Größe 6 ausdrücken. Es ist im sphärischen Dreieck: 

sin A 

sm a = sm c -r—p: i 

also: , . .V 

a = arc sm sm c . ^ - 
\ einC / 

Die Differenz des obigen, mit 6 statt J berechneten Wertes von a 
und seines wahren Wertes ergibt den Fehler: 

/iA\ ü Bin(J. — 4fl) . / . sinii\ 

(19) da = c ,,j-;^--*^;- - arc8m(8inc^. 

Die beiden Glieder der rechten Seite dieser Gleichung lassen 
sich nun aber wie folgt transformieren. Zunächst müssen wir eine 
für diese Transformation nötige Hilfsformel ableiten. Nach dem 
Sinussatz ist: 

j sinasinC 
8mA = — . -^= — 

Ersetzt man sina und sine durch die ersten Glieder der Sinusreihe, 
so folgt: 

1 ö-Je» 



sin^ (a — J^a')8in(7 
oder: 



1 =_«.(i_..'-IUi+ «'VA. 
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oder bei Yernacblässigung yoq Gliedern höherer als der zweiten 
Ordnung: 

Femer ist im sphärischen Dreieck: 

. cosa — cosöcose 

COS J = -— . — I 

sin 6 Binc 

oder, wenn man cosa =s 1 — |a^ setzt, analog für h und c, und 
höhere Potenzen vemachlässigt: 

cosa — cosÄ cosc « ^ (A* + c* — a^. 

Daher wird bei Vernachlässigung höherer Potenzen im Nenner: 

(21) cos^ 26c- --, 

d.h. wir haben das sphärische Dreieck durch ein ebenes ersetzt 
Somit ergibt sich aus (20) und (21): 

(22) COtgJ = -- V T-^- + ,^ . .^ -' 

^ * ^ 2a6siii(7 12a6 8inC7 

Zur Berechnung von cotg(7 hat man zunächst cos (7 analog wie 
cos^ aus dem ebenen Dreieck zu bestimmen: 

COS C = 5—^ 

und erhält mithin: 

(23) cotg C = - %Y- n • 

Durch Subtraktion von (22) und (23) ergibt sich die für die weiteren 
Entwicklungen nötige Hilfsformel: 

Nun können wir zunächst das erste Glied der rechten Seite 
von Gleichung (19) wie folgt transformieren. Sei: 

sin A — \b) _ -p 
sin — \b) 

und es werde gesetzt: — ^6=sA, so daß: 

s in {A + l) _ p 

sin (0 + ;l) " 

ist, so ergibt sich, wenn man zweimal nacheinander differentiiert: 

r' — «'P ( ^ - ^) p' ^ _ 2sin«7-^)cos((7 + A) 

"sinMC + A)' "■ sin»(0 + ;L) ' 

also: 

p_ MnA ^ sin {G - A) __ X^ 8in(C - A) cos C 



26 



« 
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oder mit Rücksicht auf den Wert von X: 

sin (J. — 4 ff) 8mA e Bm{0 — Ä) 



e* sin (0 — A) cos C 



sin(C-|fl) sinC 3 sin'O 9 sin^C 

Diesen Wert können wir aber auch wie folgt schreiben: 



c . :^ — ?-7 = c 



1 — ^{coigA—cotgC)— ^(cotgA — cotgC^cotgC 



fli + ftt _ e* 



flin((7— I«) " sinC 

Nun fanden wir aber: 

cotgC« o i. • n 
^ 2 ab am 

Daher erhält man ftir das erste Glied der rechten Seite von Glei- 
chung (19) zunächst den folgenden komplizierten Ausdruck: 

a* - 6« - c 



1 + 



-c« 



^ 8in(C7-le) ^sinO^ 8 ^L ^^ 1 abeinOK 

+ -5-a[l+y(a«-Oj^3i^^(l+ j^ ) 2aö.inC 

oder bis zur fünften Ordnung inklusive: 

8in(^ — \b) ^ sin^ , « a^ — e* e ^(a* — c*)* 

^ 8in((7- le) "" ^"sinÖ^ "^ "F ^ aftsinC? "" 

(a« - c*) (a« - 6« - c*) 



-) 



6 (a< 
— ö- — 
18 aösinC 






«• (a* - c') (a* + /*• - c«) 



aösinO 

oder, wenn man für 6 seinen Wert: 

6 =: ^adsinC 
setzt, zusammengezogen: 



^9 



2aH«8inC7 



t« - /.» 



C' 



8in(^ " i*) _ sin^ « a* 
*^ 8in(C-l^ - '^"sinC' "^T^ afcsinC 



86 



+ ^(a>-c»)(2a>-2c«). 



oder definitiv: 

8in(il — Je) 



72 



(25) 



8in((7 - Je) " sin (7 ^ 6 ^ ^ a68in C 



Um das zweite Glied der rechten Seite von Gleichung (19) 
zu transformieren, hat man nach dem Sinussatz: 



sin A 



also: 



sin 



. / . sinJ.\ 

a = arc sm sm c -r -^r = 
\ sin c y 



sinil , 
esin J. 



Nun ist: 



sin 



+ a ^ c 



sin^ 
sin C 

sina 
ßme 



s ing ^ c(g~ ja» + ,U ^^ - • --) ^ "0 - j a' + -rf ir^^) 



sin e 



C -J-C »120^' """..• 



• - Ic' + t1.«* 



Bin 
c 

sin 
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Jetzt setzen wir: 

Es muß also sein: 

l = {1 + v,c^ + v,c^){l ^ l-c^ + ^l^c') 
oder mit Vernachlässigung höherer Potenzen: 

mithm: 

also bei Vernachlässigung höherer Potenzen: 

oder: 

also definitiv: 

/o£jN • / • sini4\ sin J. . a / o «v /- a* . 7c*\ 

(26) arcsm sin c . ^ = c . , + — (a* — c^ 1 — -t^tt + -ttt- • 

^ ^ V sin (7 ; sin (7 ^ 6 ^ ^ \ 20 ' 60 / 

Im Hinblick auf die Ausdrücke (25) und (26) wird jetzt Glei- 
chung (19): 

(27) da = -{a^- c^ [-^^- - 1 + - «„- 
Nun war aber, wenn ^f den sphärischen Exzeß bezeichnet: 

. , j sin ^& sin je . . 
Sin i^i = — -*-— ; — ^— sm J , 
^ cos|a 

oder, mit Vertauschung der Buchstaben, und J =» € gesetzt: 

1 sin 4^ a sin 2 6 . /> 
Sin — 6 = ^ — :; — - — Sin C. 

2 cos l e 

Ersetzt man jetzt die Sinus durch die Bögen, indem man Grlieder 
höherer Ordnung yemachlässigt, so folgt für die Kugel vom Badius 1, 
was die ständige Voraussetzung ist: 

(28) 2e=-ab&inC. 

Hierbei sind Glieder dritter und höherer Ordnung vernachlässigt 
und folglich gibt das, bei Einführung von (28) in Gleichung (27) 
im Fehler da die Vernachlässigung von Gliedern sechster und 
höherer Ordnung, was mit Innehaltung der zuvor befolgten Genauig- 
keitsgrenze bis inklusive von Gliedern fünfter Ordnung stimmt: 

f öa=f5(a^- 0(3-2- 7c^, 
(29) 

Das sind die definitiven Werte der gesuchten Fehler. 
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Für diese Werte erhält man eine zweite Form als Kontrol- 
form, wenn man a nicht nach der genäherten Formel (28) berechnet, 
sondern bis inklusive Glieder vierter Ordnung, also aus: 

(30) «=yaismCll + -^ j. 

Dann erhält man für die Fehler die Werte: 



(31) 






Wählen wir als numerisches Beispiel das früher in § 53 

behandelte Dreieck mit den Seiten a = 220, b = 180, c = 60 Meilen, 

so ergeben sich unter Berechnung des sphärischen Exzesses 

nach der Formel (28) aus den Gleichungen (29) die Fehler der 

betreffenden Seiten infolge Anwendung von Legendbes 

Theorem zu: 

öa= +0.068, öi= +0.026. 

Die Gleichungen (31) aber ergeben: 

öa = - 0.031 , db= ^ 0.030. 

Man ersieht hieraus, daß die bei Anwendung von Leoendbes Theorem 
sich ergebenden Fehler so geringfügig sind, daß sie der Anwendung 
dieses Theorems bei der praktischen Berechnung der Dreiecke in 
der niederen Geodäsie kein Hindernis in den Weg stellen. Ziehen 
wir das Bestimee, so kann man also infolge der Kleinheit 
des dabei begangenen Fehlers zunächst an Stelle eines 
sphäroidischen Dreiecks einfach ein sphärisches, und 
weiter an dessen Stelle ein ebenes Dreieck gemäß 
Legendbes Theorem berechnen. 

B. Die Theorie der kürzesten oder geodStischen Linie auf 

dem ErdspMroid. 

§ 56. Die allgemeine Minimum-Bedingung S^J^ 0. 

Denkt man sich in irgend welchen analytischen Ausdrücken, 
die beliebige Yariabeln enthalten, welche ganz allgemein an gewisse 
Bedingungsgleichungen gebunden sind, diesen Variabein unendlich 
kleine, übrigens völlig willkürliche, jedoch mit jenen Be- 
dingungen verträgliche Zuwächse erteilt, dann nennt man 
solche Zuwächse „virtuelle** oder „Variationen" und bezeichnet 
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dieselben zur Unterscheidung von den schlechthin unendlich kleinen 
Zuwächsen „d" der Differentialrechnung mit „S", Zu untersuchen, 
wie bestimmte Integrale sich ändern, wenn man den Yariabeln im 
Integral virtuelle Zuwächse erteilt, insbesondere wann diese Integrale 
einen Maximalwert oder einen Minimalwert annehmen, ist das 
allgemeine Problem der Variationsrechnung. Wie meist in der 
Mechanik, so handelt es sich auch in der Geodäsie bei Bestim- 
mung der kürzesten oder geodätischen Linie auf der Erdober- 
fläche speziell um eine Minimum -Bestimmung, und wir wollen die 
letztere, bevor wir sie für unser spezielles Problem durchführen, 
zunächst allgemein behandeln. 

Dazu denken wir uns vorerst eine einzige independente Variable x 
und eine beliebige Funktion derselben y = f{x), die irgend eine 
Kurve repräsentiert, deren trigonometrische Tangente durch die erste 
Ableitung: 

gegeben ist. Liegt dann eine ganz beliebige Funktion dieser drei 
Veränderlichen F(x,y,y') vor, die wir mit dx multipliziert und 
zwischen den zwei Grenzen ar = a und x =^ b integriert denken, so 
besteht unsere Aufgabe analytisch gefaßt darin, die Funktion f(x) 
so zu wählen, daß das bestimmte Integral: 



(1) 



J^jF[x.y,y)dx 



ein Minimum wird. 

Um auch die geometrische Seite des Problems zu charak- 
terisieren, denken wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem in 
der Ebene und die zwei auf dasselbe 
bezogenen Punkte Ä und B, die wir 
vorläufig als fest betrachten, durch 
alle möglichen Kurven verbundeu, 
deren jede ein anderes f[x) = y dar- 
stellt Denkt man sich dann in 
jedem der verschiedenen Fälle für x 
das zugehörige y und y gebildet und 
in die Funktion F unter dem Integral 
eingesetzt, so ist unsere obige Frage, welche Funktion f[x) das Inte- 
gral / zu einem Minimum mache, also identisch mit der Frage 
nach derjenigen Kurve A PB (vgl. Fig. 99), für welche das Integral / 
seinen kleinsten Wert annimmt 




Fig. 99. 
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Um die Bedingung für das Eintreten eines Minimums des 
Integralwertes / allgemein zu erhalten^ wollen wir unter (p{x) eine 
endliche yariierende, übrigens beliebige Größe yerstehen^ und unter b 
eine unendlich kleine Konstante ^ so daß das Produkt Bip{x) eine 
unendlich kleine Größe darstellt, und also auch f{x) + B(p{x) eine 
für jedes x von f(x) nur unendlich wenig verschiedene Funktion 
bezeichnet. In diesem Sinnß setzen wir: 

f{x) = f\x) + B (f> (.r) , 

wo also: 

B(p[x)m.8y 

die bedingte Veränderung von y bezeichnet. Analog: 

B(f/' [x) = Sy. 

Durch Einsetzen dieser variierten Werte von y und y in das 
ursprüngliche Integral / erhält man das variierte Integral: 

h 

(2) J, =fn^, y + Öy, y'+Sy')dx, 

a 

und erkennt, daß, wie immer (p{x) gewählt werde, «/jedenfalls nur 
dann ein Minimum wird, wenn J^ > /, d. h. wenn die Differenz 
Jy^ J eine positive Größe ist. Diese Differenz ist aber gerade 
die Veränderung des Integrals / infolge der virtuellen Änderung 
der Funktion. Während also einerseits stets: 

(3) ^/=(/j-«/)>0 

sein muß, wenn / ein Minimum sein soll, folgt aus dieser Bedingung 
doch umgekehrt noch keineswegs, daß dann / auch 6in Minimum 
ist Die Bedingung SJ> ist also zunächst nur die notwendige, 
nicht aber hinreichende Bedingang für ein Minimum. 

Ehe wir die Bedingung des Minimums weiter präzisieren, wollen 
wir den für die folgenden Betrachtungen notwendigen Fundamental- 
satz, auf dem die ganze Variationsrechnung basiert, beweisen, der 
besagt, daß die Operationen des Variierens und Differentiierens be- 
liebig vertauschbar sind, d. h. daß: 

(4) ä^ = ^^y 

^ ' dx dx 

ist, oder in Analogie zur Differentialrechnung, wo man statt: 

dy 



dx 



y 
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C CfCfCg c^ 

Fig. 100. 



auch: 

zu schreiben berechtigt ist^ kurz: 

(4a) Sdy^dSy, 

wobei festzuhalten ist, daß dy unendlich klein als Differential, 8y 
unendlich klein als Variation ist; wohingegen man von dSy z. B. nicht 
sagen könnte, daß es unendlich klein zweiter Ordnung, sondern nur, 
daß es unendlich klein von höherer Ordnung überhaupt ist. 

Ehe wir die Gleichung (4 a) allge- 
mein analytisch beweisen, wollen 
wir dieselbe des Interesses halber 
geometrisch veranschaulichen , 
indem wir nachweisen, daß die 
Größen dSy und Sdy sich beide 
durch ein und dasselbe Linienstück 
darstellen lassen. Dazu denken 
wir uns ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem, die ursprüngliche 
Kurve rt und die ihr unendlich 
benachbarte variierte Kurve t?, die 
beide vom festen Anfangspunkt Ä ausgehen und im festen End- 
punkt B enden, indem wir /, wie bisher durchweg, als ein Integral 
von konstanten Grenzen voraussetzen. Dann ist aus der Fig. 100 
ersichtlich, wenn x um dx wächst, wodurch man von Punkt E zu 
Punkt // gelangt, daß dann die Veränderung, welche die neue 
Ordinate H K erfährt, KL das neue 8 y ist: 

KL = S'y = öyx + dx- 

dSy = ^//x + dx - Sy= KL — FG. 

Daher wird, wenn man von Punkt K gerade die Länge FG ^ KG' 

aufträgt: 

G' L=^ KL- FG, 
und demnach: 

dSy^ ffL. 

Bestimmen wir weiter dy erst für die ursprüngliche und dann 
flir die variierte Kurve, so ist ihr Unterschied: 

Sdy = dy^'-dy^. 

Es ist aber c?y„= NK^ und wenn man durch G und F Parallelen 
zur Abszissenachse, GM und FN zieht, so ist, da sich die beiden 



Und es ist: 
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anendlich kleinen Dreiecke ^FNK und i\,GML entsprechen, 
dy^— ML, Also wird: 

8dy ^ ML^ NK ^NL-- NM-^ NK. 

Da jedoch NM = FG xmd FG = Kff ist, so ist auch: 

Sdy = NL -■{KG'+ NK) = NL - N&= ff L. 

Also ist in der Tat: 

ffL^ Sdy = dSy, 

womit die Identität (4 a) geometrisch versinnlicht ist. 

Um sie allgemein analytisch zu beweisen, verstehen wir unter 
w irgend eine Funktion beliebiger Variabein und bezeichnen all- 
gemein mit d die Zuwächse, welche entstehen, wenn die Variabein 
um ihre Differentiale wachsen, mit 8 die Zuwächse, die entstehen, 
wenn man von den ursprünglichen Größen zu den variierten über- 
geht. Die Werte von tr, die entstehen, wenn alle Größen um ihre 
Differentiale bzw. um ihre Variationen wachsen, bezeichnen wir 
mit w^ bezüglich mit t^a, mit tr^a aber den Wert, der dadurch ent- 
steht, daß einerseits die Größen um ihre Differentiale gewachsen 
sind und andererseits auch noch der Übergang zur variierten Kurve 
stattgefunden hat, so daß also die ganz beliebige Größe to dem y 
des geometrischen Beweises entspricht und dort: 

w^EF, w^=^ÜK, w^^EG, w^i^EL 

sein würde. Unter 8w femer verstehen wir der Definition nach 
den Wert Sw^ws^io, Um dSw zu bilden, müssen wir in öw 
alle Größen um ihre Differentiale wachsen lassen, wodurch w^a — »^a 
entsteht; von diesem Wert ist dann der ursprüngliche Wert «7^ zu 
subtrahieren, so folgt: 

dSw = Wdd — «^d -- W7<J + w?» 

eine Gleichung, * die durch Einsetzen der betreffenden Linienstücke 
sich auch geometrisch erweist. Um nun auch umgekehrt Sdio 
zu erhalten, müssen wir zuerst dw bilden. Indem wir alle Größen 
um ihre Differentiale wachsen lassen, folgt m?^, und wenn wir hiervon 
den ursprünglichen u?-Wert subtrahieren, folgt: c/mj = Wj— tu; femer, 
indem wir hierauf die Operation 8 anwenden: rf' w = u?ja — ^i* Also 
nach der Definition: 

8 dw = d' w — dw = tCdd -^ ^f^d — f^d -\- ^ i 
so daß in der Tat ganz allgemein: 

8dto = d8to 
ist. 
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Wir kehren nun zur Frage nach dem allgemeinen Eintreten 
eines Minimums zurück und bilden, dazu Gleichung (3), indem wir 
die Werte von J^ und / einsetzen: 

dJ=f\F{x,y + Sy,j,'+ Sy-) - F{x.y,i/')idx, ^ 

a 

ein Wert, der, wie wir sehen, jedenfalls positiv sein muß, wie immer 
die Variationen beschaffen sein mögen, wenn J ein Minimum werden 
soll. Schließen wir nun die Fälle aus, in denen die Funktion F 
unendlich oder diskontinuierlich wird, so können wir die Funktion F 
in bekannter Weise nach dem Taylor sehen Theorem entwickeln 
und erhalten: 

wobei e die Glieder höherer Ordnung bezeichnet Daher wird: 

b b 

a a 

wobei das erste Glied rechts, das also nur Glieder erster Ordnung 

enthält, die „erste Variation", das zweite aber die „zweite 

oder höhere Variation" genannt wird. Es läßt sich jedoch 

zeigen, daß, wenn nur dj/ hinreichend klein gewählt wird, diese 

Glieder höherer Ordnung in S stets kleiner werden als die erste 

Variation. Deshalb darf diese also nie negativ werden, wenn die 

totale Variation positiv werden, d. h. ein Minimum existieren soll. 

Wenden wir nun auf den Ausdruck für die erste Variation 

das zuvor bewiesene Grundprinzip (4) der Variationsrechnung an, 

so wird derselbe: 

b 

a 

Das zweite GÜed, dessen zweiter Faktor ein vollständiges Diffe- 
rential ist, kann man nun partiell integrieren und erhält: 

b b 

r d F ddy j ^ F .. l^ C^ ddF ^ 

I . .^L dx — -3-7 üt/\ — \ oy :t— ä-7 dx . 
. J oy dx oy '^{a J '^ dxay 

a a 

Da aber die Integralgrenzen konstant sind, weil wir den Anfangs- 
punkt A und den Endpunkt JÖ der Integration vorläufig noch als 
fest betrachtet haben, indem sowohl die ursprüngliche wie die 
variierte Kurve von demselben Punkt ausgehen und in dem gleichen 
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Punkte endigen sollen — eine Beschränkung, die wir später fjEdlen 
lassen werden — , so ist, wenn wir den Fall, daß die Funktion I 
springt oder unendlich wird, ausschließen, so daß auch dF\dy nicht 
unendlich werden kann: 



dy 



mithin die erste Variation: 

a 

Dieser Ausdruck also, in dem Sy eine für jedes x völlig willkürliche 
Größe ist, darf nie negativ werden, falls ein Minimum existieren 
soll. Angenommen nun, es gäbe gewisse x, für welche der Klammer- 
ausdruck in (6) positiv wäre, so könnte man offenbar das ganz will- 
kürliche Sy für diese Werte von x negativ wählen, erhielte dann 
also ein negatives Produkt; wäre hingegen für irgendwelche andere 
Werte von x die Klammer negativ, so könnte man für diese Werte 
von X die willkürliche Variation Sy positiv wählen und erhielte 
wieder ein negatives Produkt, also einen negativen Wert von S^J^ 
der aber ein Minimum ausschließt Da also der Klammerausdruck 
weder positiv noch negativ sein kann, wenn ein Minimum existieren 
soll, 80 muß er in diesem Fall Null sein, und somit ist die not- 
wendige^ nicht aber hinreichende Bedingung für die 
Existenz eines Minimums des Integrals J allgemein die, 
daß seine erste Variation J^/ verschwindet, so daß: 

(7) ^^-- ''.l^.^O 

^ ' dy dx dy' 

ist. Umgekehrt, wenn diese Gleichung verschwindet, wissen wir 
zwar noch nicht, ob wirklich ein allgemeiues Minimum existiert, 
was noch von der zweiten Variation abhängt. Im Fall der kürzesten 
Linie in der Geodäsie und ebenso in der Mechanik aber läßt sich die 
ganze Frage ohne Hinzuziehung der zweiten Variation entscheiden, 
indem man, wenn die Natur der Aufgabe nur ein Minimum zuläßt 
und zugleich die Gleichung (7) nur eine Lösung besitzt, diese das 
Minimum ergeben muß. 

Zur Veranschaulichung dieser allgemeinen Betrachtungen wollen 
wir hier noch den denkbar einfachsten Fall betrachten, daß zwei 
Punkte Ä und B der Ebene so durch eine Kurve zu verbinden 
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seien^ daß deren Länge ein Minimum wird, und ihre Gleichung 
suchen, während zur Bestimmung der geodätischen Linie diese 
Betrachtung dann fiir das Rotationsellipsoid durchzufuhren ist. 
Jetzt ist: 

also: 

— u, 



mithin Gleichung (7): 

d. h. y \^\ + y'* = konst, also y ^ a und 1/ = ax + b, das a priori 
bekannte Resultat^ daß die gesuchte Linie eine Gerade ist 
Li bekannter Weise können wir das Litegral: 

5 
J=^JF{x,y,7j')dx 

a 

auch als Grenzwert einer unendlichen Summe auffassen, indem 
wir die Abszissenachse (vgl. Fig. 100) in unendlich viele Stücke CC^, 
C^C^... geteilt und zu einem jeden die betreffende Ordinate C^ A^, 
C^Ä^.,, bestimmt denken. In jedem der Punkte A^,A^.,. hat dann 
X und also auch y und y' und folglich F(x,7/,t/') einen bestimmten 
Wert F^,F^..., so daß: 

/= lim'^{{CC,)F+{C, C,)F, + [C, C,)F, + ... in inf.} 

ist Analog ist der Wert des variierten Litegrals J^, wenn wir die 
Werte der Funktion F in den, den Punkten A^,A^.., zugeordneten 
Punkten A\,A'^ mit 0^j ^2*** bezeichnen, durch die unendliche 
Reihe gegeben: 

J, = lim 00 2 {(^^1)^+ (^1^2) *i+ (<?2^3) *2 + •••in int}. 

La dem bis jetzt betrachteten Fall eines Integrals mit festen 
Grenzen, wo also die ursprüngliche und die variierte Kurve gleichen 
Ausgangs- und Endpunkt haben, erfuhr die Abszisse keine Variation^ 
so daß 8xy d3x, 8dx Null war und nur y um Sy wuchs. Die 
Methode der Minimumbestimmung in diesem Fall bezeichnet die 
erste Yariationsmethode. Läßt man jedoch diese Beschränkung 
fallen und betrachtet auch den Ausgangs- und Endpunkt der Inte- 
gration als der Variation fähig, d. h. betrachtet man ein Integral 
mit beweglichen Grenzen, mit andern Worten: nimmt man an, daß 
die ursprüngliche und die variierte Kurve nicht mehr den gleichen 
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Fig. 101. 



E r 



Anfangs- und Endpunkt haben, so genügt diese Methode nicht mehr. 
An ihre Stelle tritt vielmehr die sogenannte zweite Variations- 
methode. Da jetzt der Anfangs- und Endpunkt der Variation 

fähig sind, so kann man die zu- 
geordneten Punkte auf der vari- 
ierten Kurve nicht mehr senk- 
recht über denen der ursprüng- 
lichen Kurve wählen, sondern 
kann beliebige Punkte einander 
zuordnen, z. B. die Punkte 
Äy A\.,, den Punkten Ä, A^,.. 
Auch in diesem Fall ist natür- 
lich der Wert des ursprüng- 
lichen und des variierten Inte- 
grals durch eine unendliche 
Summe gegeben; wenn man nämlich die Werte der Funktion F in 
den Punkten Äj Ä^, A^ mit i^, ^^ , jP, . . ., in den Punkten A\ A\, A\.., 
dagegen mit <l>, 0^, ^3... bezeichnet, so ist (vgl. Fig. 101): 

n^ 1 

j, = lim 2((rr,) + (r, r,) 0^ + . . . + {C„ _ i o.) 0« _ i} . 

Während bei der ersten Variationsmethode die Abszisse keine 
Variation erfuhr und nur y um Si/ wuchs, erfährt jetzt also jede 
x-Koordinate und jede y-Koordinate eine Variation, und es ist z. B. 
für den ersten Punkt Sx = CT, 8y = DA' usw. für die nächst- 
folgenden Punkte. Ebenso erfährt aber auch jedes dx und jedes 
dy eine Variation; flir Punkt A ist dx = CC^; dagegen hat für 
Punkt A' das variierte dx den Wert d^ x = FF^, so daß Sdx == 
FF^-CC^ ist Analog ist 8dy = A\D - A' D, usw. f&r die 
folgenden Punkte. Dabei ist aber sowohl FF^^ wie CC^ jedes 
unendlich klein, also Sdx unendlich klein von höherer Ordnung, 
aber ein ganz neues Unendlichkleines, da die ünendlichkleinheit^ 
welche das Variationssymbol ,,3'^ bedingt, ganz unabhängig ist 
von derjenigen^ welche das Differentialzeichen y,d^ in sich begreift 
So könnte man sich z. B. beide Kurven sehr nahe, die Differentiale 
dagegen noch groß denken, so daß dx>Sx wäre (vgL Fig. 102). 
Umgekehrt könnte man sich die Kurven, verglichen mit den Größen 
der Differentiale, aber auch sehr entfernt denken, dann wäre dx> dx 
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(vgl. Fig. 108). Man kann daher Sdx «= dSx z.B. nicht als unend- 
lich klein von der zweiten Ordnung bezeichnen, sondern nur als 
unendlich klein von höherer Ordnung überhaupt Indes gehen wir 




Sx>dx 




dJoSsc 



Fig. 102. 





Fig. 108. 



hier auf die zweite Variationsmethode, da wir sie in diesem Buch 
nicht anwenden^ nicht weiter ein, sondern wenden uns unserer eigent- 
lichen Aufgabe, der Bestimmung der kürzesten oder ,,geodätischen'' 
Linie auf der Erde, die wir als schwach abgeplattetes Rota- 
tionsellipsoid voraussetzen, zu. 



§ 57. Die geodäÜBche Linie. 

a) Analytische Bestimmung der geodätischen Linie mittels 

der Variationsrechnung. 

um den Charakter der geodätischen oder kürzesten Linie zwischen 
zwei beliebigen Punkten auf dem abgeplatteten Eotationsellipsoid, 
das wir wieder kurz als „Sphäroid" bezeichnen (vgl. S. 339), zu be- 
stimmen, sei die Lage eines Punktes P 
auf der Oberfläche gegeben durch 
seine Entfernung ^ vom Pol gemessen, 
in dem vom Pol durch den Punkt 
gehenden Meridian, und durch seine 
Länge 6>, gemessen von einem be- 
stimmten Anfangsmeridian aus (vgl 
Fig. 104). Bezeichnet r die Ent- 
fernung des Punktes F von der Rota- 
tionsachse, so ist der Ausdruck für 
das Bogenelement in Polarkoordinaten: 

(1) rf*«=:r3rfw« + rf^, 

also die Länge einer beliebigen Kurve auf der Oberfläche 
allgemein: 

(2) .9 ^\^T^d(o^^- d^ = ryrVi/« + l r/f. 




Fig. 104. 
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Diese Länge muß, wenn die Kurve eine kürzeste sein soll, für 
gegebene Grenzen ein Minimum werden. Wir erteilen also dem 
ft> die Variation Sw, die eine Funktion von f und natürlich Null an 
den Grenzen ist, da die Kurve zwischen zwei festen Endpunkten 
variiert werden soll. Bezeichnet also Sds die Variation des Ele- 
ments, Ss diejenige der Gesamtlänge, so ist zunächst: 

8s = ISds, 

Mit Hinblick auf (1) ist aber: 

das =s - — -dC, 

femer: 

da do) 

~dr 

also, wenn dmjd^=^ ctn' ist, so wird: 

da> ___^' , 

d8 ~ )/r*ü>'«+l ' 
mithin: 

Sds^r^-i-d^8(ü\ 
ds ' 

Da aber nach dem zuvor bewiesenen Grundprinzip der Variations- 
rechnung: 

ist, so wird: 

oder, da das Integral zwischen festen Grenzen zu nehmen, an 
diesen also die Variation nach dem zuvor Gesagten Null ist: 

Somit ist die Bedingung des Minimums, das Verschwinden der 
ersten Variation, im jetzigen Fall höchst einfach: 

also: 

(3) r^do} = Cds, 

das bekannte, übrigens für beliebige Rotationsflächen gültige 
Theorem, wie man sieht, nur ein Spezialfall des Prinzips der 
Flächen der Mechanik. 



dci) dd (a 
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Rechnet man die Länge als positiv von West nach Ost und 
den Bichtnngsunterschied des durch den Punkt gehenden Meridians 
mit der Kurve von Norden über Osten zurück nach Norden und be- 
zeichnet mit a das Azimut des Eurvenelements ds^ mit 
d^ die Projektion dieses Elements auf den Meridian^ 
während rd(o ein Element des Parallelkreises ist, so 
hat man (vgl. Fig. 105): 

dsdOB a = — d^, 
d s sin a = r dtx) , 



(3 a) 



{ 




Fig. 105. 



Daher wird die Bedingung des Minimums: 

(4) rsina = (?, 

d. h. das Produkt aus dem Achsenabstand in den Sinus 
des Azimuts ist längs der geodätischen Linie konstant. 



b) Geometrische Bestimmung der geodätischen Linie. 

Die spezielle Art und Weise, wie wir die Gleichung der geo- 
dätischen Linie abgeleitet haben, hat den Nachteil^ daß dabei eine 
ihrer wesentlichsten Eigenschaften 
nicht zutage tritt um diese Eigenschaft 
festzustellen, seien p und q zwei benachbarte 
Punkte auf einer krummen Oberfläche (vgl 
Fig. 106). Denkt man sich nun durch den 
Mittelpunkt der Sehne s zwischen p und q 
eine Ebene senkrecht zupq gelegt> und sei 
S ein beliebiger Punkt des Schnittes dieser Ebene mit der Oberfläche, 
so nimmt offenbar pS + Sq den kleinsten Wert an, wenn die durch 
sS bestimmte Ebene normal ist zur krummen Oberfläche. 

Um das einzusehen, sei die Ebene der Zeichnung (vgl. Fig. 107) 




Fig. 106. 





Fig. 108. 



eine durch die Sehne s gelegte Ebene^ wobei M die Mitte der Sehne 
sei und MS senkrecht auf 5 stehe. Dann wird die Summe /^^S-}- Sq 

Buchholz, Angewandte Mathematik. 27 
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offenbar um so größer, je größer MS ist. Und folglich tritt für 
diejenige durch s gelegte Ebene ein Minimum der Summe p S + Sfj 
ein, für welche MS ein Minimum wird. In Fig. 108 sei die Ebene 
der Zeichnung senkrecht zur Sehne s. Es entsprechen also MS, 
MS' und MS" verschiedenen Lagen der durch die Sehne s gelegten 
Ebene, und offenbar ist von diesen drei Entfernungen diejenige die 
kürzeste, die senkrecht ist zur Oberfläche. Dabei ist also S'/S 5'' 
die Schnittkurve der zur Sehne senkrechten Ebene mit der Ober- 
fläche und demnach wird pS + Sq ein Minimum^ wenn die durch s S 
gelegte Ebene normal ist zur krummen Oberfläche. Daraus folgte daß 
von allen ebenen Kurven, die p und q verbinden, wenn diese Punkte 
unendlich benachbart sind^ die kürzeste die ist, welche in der 
normalen Ebene liegt. Mit anderen Worten, die Verbindungs- 
ebene von p, S, q {^ den Grenzfall, daß die drei Punkte unendlich 
benachbart sind, d« h. die Schmiegungsebene an Punkt S einer 

kürzesten Linie auf einer krummen 
Oberfläche, enthält die Normale Mii 
zur Oberfläche in diesem Punkt 

Denkt man sich nun drei Punkte 
A, £, C im Raum (vgl. Fig. 109) der- 
art, daß AB =i BC ^ c ist, und seien 
l, m, n die Bichtungskosinus von A B, 
Vy m', n! diejenigen von B C, dann sind, 
wenn x, y, z die Koordinaten von B 
bezeichnen, da cl,cm,cn die Pro- 
jektionen von AB auf die x, y, r -Achse und c/', cm', cv! diejenigen 
von BC auf diese Achse sind, die Koordinaten von A und C gleich: 

x—cl, y — crrij z — cn, 
X + cl', y + cm', z + c «'• 

Folglich sind die Koordinaten von M, dem Mittelpunkt von A C, die 
arithmetischen Mittel der bezüglichen Koordinaten von A und C: 

x+l-c{l'-l), 
y + ic(m'- tu), 
z +^c{n — n). 

Die Projektionen von BM auf die Koordinatenebenen sind mithin 
die Differenzen der Koordinaten von B und M: 

ic(r-/), ic{m'-m), ic(n'-n); 

die Bichtungskosinus von BM sind also proportional /'— l, m'-^ m, 




Fig. 109. 
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Wenn nun der Winkel a zwischen BC und AB unendlich 
klein ist, so sind die Bichtungskosinus von BM proportional den 
Di£ferenzen dl^ dm, dn. Betrachtet man also AB und ^C7 als 
zwei benachbarte Elemente einer kürzesten Linie, so muB, wie 
zuvor gezeigt, ^^eine Normale zur Oberfläche sein, und da in 
diesem Fall dxjds^ dj/jds, äzjds die Bichtungskosinus der Sehne 
AB mit der x,y, z-Achse sind, so tritt an Stelle von dl, dm, dn 
jetzt d{dzld8)j d{dylds), d{dz/d8). 

Wenn nun die Gleichung der krummen Oberfläche u ^ ist, 
so sind nach der Flächentheorie die Bichtungskosinus der Normalen 
zur Oberfläche in einem Punkt x, y, z proportional dujdxt dufdy^ 
duldz. Andererseits sind d{dxld8), d[dyfd8), d[dzld8) pro- 
portional den Bichtungskosinus der Normalen. Folglich sind, da 
die Division mit cf« die Verhältnisse nicht ändert, auch d}xjd8^, 
d^yfda^, d^zld8* proportional du/dx, du/dy, duldz: 

du 
oder: 

(i) _ _ 

dx dy dx 

die Differentialgleichung der kürzesten Linie auf der 
krummen Oberfläche. . 

Die beiden Gleichungen (1) sind aber identisch mit nur einer 
einzigen, da, wie leicht zu sehen ist, von ihren drei Gliedern 
jedes aus den beiden andern abgeleitet werden kann mittels der 
Gleichungen: 

du , , du , , ^^ j i\ 
dx +-^--dy +——dz = 0, 



d^x 


d^y d^x du 


du 


d8* 


d«' ' ds* dx 


dy ■ 




iPx ^y 


iPx 




ds^ da* 
du du 


da* 
du 



dx dy ^ d% 

Denn nimmt man an, es bestehe die Belation: 

d^x d^y 



und man setzt: 



da* 
du " 


da* 
du 


dx 


öy 


d*x 




da* 
du ~ 


= A, 



dx 

27 
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80 erhält man: 



analog: 



rf«* dy 



also durch Multiplikation bezüglich mit dx und dy und Addition: 

Durch Differentiation der Gleichung für die krumme Oberfläche 
ti = aber folgt: 

Allgemein ist nun: 

' - (^)'+ (#)'+ (4f)' 

also differentiiert: 

Folglich Gleichung (2) im HinbUck auf (3) und (4): 

oder, wenn man fiir X wieder seinen Wert einführt: 
(5) -dF -d^^ . 



du du 

dx d% 

d. h. das dritte Glied von Gleichung (1) folgt in der Tat aus den 
zwei andern. 

Im Fall eines dreiachsigen EUipsoids, wo: 

also: 

du 2x du ^ 2y du _ 2» 

dx a* * dy 6* ' dx "^ c* 

ist, werden die Gleichungen der kürzesten Linie: 

^ ' o; rf«* "~ y da* "~ * d«* 

Für das „Sphäroid", wo a = i ist, aber wird die Gleichung 
der kürzesten oder geodätischen Linie: 

a' d}x a' d^y 
X ds* "" y ds* 
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oder: 

also integriert: 

(7) xdy — ydx = Cds. 

Ans der analytischen Mechanik ist aber bekannt, daß nach dem 

Prinzip der Pl&chen: 

X dy -^ y dx =i r^ d G) 

ist, ein Ausdruck, der im Fall der Astronomie bekanntlich das 
zweite Kepler sehe Gesetz repräsentiert.^) 

Man gelangt also wieder zu dem Ausdruck: 

r^dw =a Cds, 

der mit Gleichung (3) von Abteilung a) identisch ist und der wieder 
auf die Bedingung (4) des Minimums: 

rsina = C, 

d. h. auf das Charakteristikum der geodätischen Linie führt. 

§ 58. Bestimmung der Bogenlänge der geodätischen Linie zwischen 

zwei Punkten. 

Bezeichnen wir wie in § 52 (vgl Fig. 76) mit a die große Halb- 
achse des Sphäroids, und mit u die reduzierte Breite eines Punktes F 
seiner Oberfläche, dessen Abstand von der Rotationsachse dagegen 
mit r, so ist r = a cos u , also im Hinblick auf Gleichung (4) von 
§ 57 a): 
• (1) rsma = «coswsina = C, 

folglich, wenn u, und a, die Anfangswerte von u und a in Punkt A 
bezeichnen: 

(2) costt sine^ = cos?/, sinc^, . 

Diese Beziehung (2). welche für die reduzierten 
Breiten von zwei Punkten auf dem Sphäroid 
und ihre wechselseitigen Azimute gilt, besteht 
nun aber offenbar auch für ein sphärisches 
Dreieck (vgl. Fig. 110) «'»'£' mit den Seiten '®' 




') Hierzu vergleiche man Klikkerfües, Theoretische Astronomie, 2. Anf- 
läge, zweite Yorlesang: „Die allgemeine Zentralbewegang eines materiellen 
Punktes". 
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und den Winkeln (£'«'»' = a„ (£'»'«' = 180 - a, «'£'»' = ö, 
da für dieses der Sinussatz gerade die Beziehung (2) ergibt: 

sin (900 - u,) _ s in (90 - u) 
Bin(18Ö — a) "" sino, 

oder: 

cos?/ sino; = costi, %ma, . 

Aus diesem Grunde kann man die für dies sphärische Hilfsdreieck 
bestehenden bekannten Relationen für die weitere Betrachtung des 
Sphäroids verwenden. Zunächst ergibt der Eosinussatz: 

sint£, = sinucosG- — cosusino-cosor, 

Dififerentiiert folgt: 

=^ du costi cos(7 — da sin (7 sinu — da cos (7 cosu cose^ 
+ 8iQ(7(</usintfCOSo; + ^o; sin c; cosu), 

oder, da im Hinblick auf (2) durch Dififerentiation folgt: 

, Binttsino j 

da = du , 

cosa costi 

nach einer kleinen Eeduktion: 

(3) du = ^o-coso;. 

Femer ist: 

do^ s= da^ cos* a + da^ sin*« 

und nach der Figur auf der Kugel: 

da^ = du^ + cos*Mdfö*, 

also im Hinblick auf (3): 

(4) d<j sin a = cost« d& . 

Nach Gleichung (9) von § 52 ist nun aber: 

sintt 




(5) 



sm^/ = 



(l - c« cos*«)*/* 
Daher wird, weil r = acosu und cp der Winkel 
der Normalen mit der Aquatorebene, d. h. die 
geographische Breite ist (ygl. Fig. 111): 

dr ^ ün.tpd^^— a sinv du , 

oder, da nach (3a) von § 57 a: rff = — ds cos u 
ist, im Hinblick auf (5): 

ds^coB^a = a*(l— tf*C08*tt)rftt*, 

ds = a{l — c*co8*tt)Vtrfo'. 
Femer gibt Gleichung (3) von § 57 a) im Hinblick auf (4) daselbst: 

, sino , 
dcD = ds , 



Fig. 111. 

also nach (3): 
(6) 
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oder nach (6): 

, __ a(\ — e* cos ^u)'^* sin a , 

~" r * 

oder im Hinblick auf (4) und r = acoau auch: 

(7) £/o} = (1 - «2 cos^m)'/» d& . 

Somit ist das sphärische Hilfsdreieck vollständig bestimmt und aus 
den Gleichungen: 

(8) s = Ca (1 - (?2 cos2tt)V* da , 

(9) (o=J{l- «2 cos^^a) V. d& 

ergeben sich die Länge und Breite eines beliebigen Punktes der 
geodätischen Linie, der in der Entfernung s vom Anfangspunkt Ä 
liegt, wenn die geodätische Linie ein gegebenes Anfangsazimut hat. 
Ehe wir diese Integrationen ausführen , wollen wir aus (9) 
noch eine Beziehung ableiten, die wir für die spätere geometrische 
Diskussion der geodätischen Linie brauchen. Aus Gleichung (4) 
folgt im Hinblick auf (2): 

(10) C08*tt r/(ö = sinaf cos«, da . 

Entwickelt man in (13) den Integranten mit Vernachlässigung höherer 
Potenzen von e, so folgt: 

(IIa) ö = M 1 — -|-cos*(üj dcj = (d — ^ j cos^ttrfd); 

also wird: 

(11) (0 = ö — ^tf^<T8ina, cos«,. 

Zunächst behandeln wir die Integrale (8) und (9) f&r den 
speziellen Fall, daß eine geodätische Linie Ton einer Station A in 
einer zum Meridian senk- 
rechten Anfau gsrichtung 
ausgehe und, bei gegebener 
Breite von Ä, die Länge und 
Breite eines Punktes der- 
selben, dessen Entfernung 
von A gegeben ist, zu be- 
rechnen sei. In diesem Fall 
ist das dem sphäroidischen 
Dreieck ABC (vgl. Fig. 112) 
auf der Abbildungskugel entsprechende sphärische Hilfsdreieck 
a'SS'®' (vgl. Fig. 113) rechtwinklig. Bezeichnet ?7die reduzierte Breite 





Fig. 112. 



Pig. 118. 
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von Af ferner u diejenige eines Punktes B der geodätischen Linie, 
dessen Entfernung von Ä gleich s sei, und (o die Länge von B, so 
folgt aus dem sphärischen Dreieck (vgl. Fig. 113] nach Formel VI 
der sphärischen Trigonometrie (vgl. Anhang): 

sinw = 8in?7cosö". 

Gleichung (8) wird daher: 1 

oder durch Division mit a ^l^ ** • 



8 r / 1 . «' ß»n* U cos' 0" \ Vt , 



1 ( 



oder: 

aVl^T^ " yr^r^f j VI - e»co8* 6' "^ 1 - e«co8»67 j '^ 
oder: 

(12) - 

ay 

wobei: 

(12a) 

(12 b) 

gesetzt ist. 

Nach dem binomischen Satz wird nun der Litegrant zunächst: 

(1 - Ä«8inV)V. = 1 - \k^sin}<T - J A*8in*/r - ^VÄ^siaV - . . . 
Bekanntlich ist aber: 



-«« 




Vi 




F 




ö* sin* ü 


rv 




1 


— ö* cos* 


u 


1 




k* 


= 


"l 


1 -c« 
— «* cos* 


U 



smo- = — - . — > COS/T = 



2t ' 2 

woraus man findet: 

sin*<7= \— |^cos2<7, 

8in*(7=« |— ^-cos2o'-f Jcos4ö", 

sin®<T= yfig^ — ^f cos2/7 + ^\^cos4ö" — ^5^cos6<7. 

Setzt man diese Werte ein und fuhrt die Integration aus, so folgt 
nach einer einfachen Reduktion als Resultat: 

(13) / ^^Ä(y + ^Bwi2(j-\'Cwi^(T + \DmkQG, 



a)/l 



c« 
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wobei: 



(13 a) 



-»= i*"+ M*+ ^*'> 

ist Durch Umkehrung dieser Reihen erhält man a als Funktion 
Yon 8 und kann somit aus den zwei Seiten a und 90^ — ET die beiden 
Winkel & und cc des sphärischen Dreiecks berechnen. 

Um CD aus & zu erhalten, schreiben wir zunächst Gleichung (7) 
wie folgt: 

d(o — d&=^ {{1 — e^ cos^ «)'= — \\d&. 

Gleichung (10) wird, da jetzt a, — 90^ und u, = ü ist: 

, -, cos U y 

cos't« 
und folglich erhält man: 

oder nach dem binomischen Satze: 

(14) <o-d> = -y<?*co8t^r(l + -^cos2w + ^ cos*M + ...jrf<r. 

Zur Transformation des Integranten hat man zunächst: 

cos* tt = 1 -- sin^tt, sin« = sini/cosö'; 

femer aus (12a) und (12b): 

tf«8in2[/=^-/^. 
Daher wird der Integrant: 

/=!+-+ — 4(1-^-^-^) — CÖ8 <y + 8(1 „ ^.t), cos <r, 

oder im Hinblick auf die Formeln: 

cos^o- = 1 — sin^o-, 
cos^ö" = 1 — 2sin2ö- + sin*rT, 
sin^a = i — icos 2a , 
cos^c^ = i + i-cos 2a 

transformiert und in (14) eingesetzt, folgt als Ergebnis der 
Integration: 

(15) ft} - ö = - \e^co%U[A'(T - \B'%m2<T + |C'8in4<r), 
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wobei: 



ist 



(15a) { 5'= lk^+ ^k\ 



r 




Die erhaltenen Besultate setzen uns in den Stand, das all- 
gemeinere Problem zu lösen, wenn eine geod&tische Linie von einem 
gegebenen Punkt Ä ausgeht, dessen reduzierte Breite u, ist, bei ge- 
gebenen Anfangsazimut a„ die Länge und Breite eines Punktes £ der 
geodätischen Linie zu bestimmen, dessen Entfernung von Punkt A 

auf der Kurve gemessen gleich s ist. 

Bei Lösung dieses Problems wollen wir die 
Glieder in e^ als unnötig für unseren Zweck 
fortlassen. Sei PHK das sphärische Hilfs- 
dreieck auf der Abbildungskugel, in dem P den 

Fig. 114. "P^l ^^^ ^ ^^^ ^ ^®^ Punkten A und £ des 

Sphäroids entsprechen, so daß Pif=90®— w, 
und PHK^a, ist. Zieht man das Lot PM auf HK, bezüglich 
auf die Verlängerung von HK (vgl. Fig. 114), so wird: 

PM =90«- [7, UM =2» 

PK =90«-«, HK =/7, 

HPK^Q, PKM^a, 

und die drei Gleichungen VI der sphärischen Trigonometrie (vgl. 
Anhang] ergeben aus dem rechtwinkligen sphärischen Dreieck PHMx 

sin u, = sin [7 cos 2 » 
cos cc, cos Uf = sin [7 sin 2 > 
sin cf, cos u, = cos {7 , 

woraus U und 2 ^^^ Kontrolle folgen. 

Sei 4$ die lineare Distanz, die dem 2 entspricht so wie s dem 
0- entspricht, so folgt aus Gleichung (13): 

— 0* ^ 2 



ayi 



S-8 



A{2 -^ (t) + ~ £ Bm2{2; - (t) - ^CBm4{2 -^a). 



Durch Subtraktion dieser Gleichungen ergibt sich mit Bücksicht 
auf die Formel: 

sina — sind = 2sin^(a -- b)coQ\{a + b) 
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direkt: 

(16) 



8 



= SS» Jö' + -Bcog(2-2'— (r)8m<T — Cco8(4JS'— 2cr)8iii2<T, 

ayi - e* 

wobei A,BjC durch die Gleichungen (13 a) gegeben sind. Durch 
Umkehrung dieser Reihen erhält man a, und durch Berechnung des 
sphärischen Dreiecks PHK, von dem die Seiten BK und HP sowie 
der Winkel bei U gegeben sind, werden die dritte Seite PJf« 90®— u 
und die Winkel & und a gefunden. 

Den Wert von co erhält man aus Gleichung (15), indem man 
auf der rechten Seite dieser Gleichung erst ^ ^ a, dann 2 "" ^ 
an Stelle von (t setzt und subtrahiert So folgt im Hinblick auf 
die vorgesetzte Genauigkeitsgrenze: 



ft} — fy 



— -^cos U{ä'g-'B'co^{2^'- fT)sin(7J, 
wobei Ä' und £' durch die Gleichungen (15 a) gegeben sind. 



§ 59. Oeometrisohe DiskuBsion der geodätbohen Linie. 

a) Bestimmung des Laufes der geodätischen Linie inbezug 
auf einen der beiden ebenen Normalschnitte. Unterschied 
des wahren (astronomischen) und des geodätischen Azi- 
mutes. Die Winkel eines geodätischen Dreiecks sind bis 
auf Größen höherer Ordnung gleich den Winkeln eines 

sphärischen Dreiecks. 

Wir wollen zunächst den Lauf einer geodätischen Linie, die zwei 
gegebene Punkte Ä und B auf einem Sphäroid verbindet, unter Ver- 
nachlässigung höherer Potenzen von e als die zweite verfolgen. Dazu 
sei G ein Punkt einer geodätischen Linie (vgl Fig. 115), die Ä und 





Fig. 115. 

£ verbindet, s und s' die bezüglichen Entfernungen der Punkte G 
und £ von Punkt A, gemessen längs der geodätischen Linien a, </ 
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die entsprechenden Werte von g, sowie co, cd' die Länge von G und jB, 
und tt, u' ihre reduzierten Breiten. Feitier sei @' der auf der Seite 
SC SB' des Bessel sehen sphärischen Dreiecks (vgl. Fig. 116), das wir 
an Stelle des sphäroidischen betrachten können, gelegene Punkt, 
welcher dem Punkt O der geodätischen Linie entspricht, so daß 

a'®'= (7, a'S3'= g\ ®'6'= 90«- «, 83'®'= 9o<»- 7/, <E«'e'®'= 

und <9'S'S3'= ö)' ist. Dann ergibt zunächst der Kosinussatz aus 
dem sphärischen Dreieck ?l'S'®' nach Formel IV (vgl. Anhang): 

sin tt = sin t£, cos a -f- <^os «, sin a cos a, , 

und aus dem Dreieck 93' S'®': 

sin u' = sin u, cos a + cos m, sii^ a cos a, . 

Die Gleichung VIII der sphärischen Trigonometrie (vgl. Anhang) 
aber ergibt: 

(1) sin 6j tang u = sin ä) tang u -\- sin (D, tang % . 
Weiter folgt aus (11) von § 58: 

(2) & =^ (0 -\- —<T sin a, cos w, , 
analog: 



e« 



(3) 0)' = cö' + — <t' sin a, cos w, , 
also: 

sin (ö = sin (i> cos |-|- sin u, cos w, (t) + cos (o sin f ^ sin a, cos m, cj 

oder, wenn man den Kosinus entwickelt^ e^ usw. vernachlässigt und 
den Sinus mit dem Bogen vertauscht: 

(4) sin <D = sin ö) + — ö* sin a, cos u, cos m , 

analog : 

(5) sin &' = sin o?' + — <?' sin a, cos m, cos «»'. 

Aus (2) imd (3) aber folgt: 



6» 



<D'— r5 = 0}'— cö + — (ö"'— ö") COS t«, sin a, 

oder da nach Fig. 115 und 116 ö'— (ö = <D,, a>'— w = co, und 
ö"'— CT = 0", ist: 

G>, = ö>, + — <T, COS Uf sin «,, 



folglich analog wie zuvor: 

(6) sin d), = sin (o, + ^a, sin a, cos u, cos co, . 



e» 
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Femer erhält man durch Anwendung der Grundgleichungen (IV) 
der sphärischen Trigonometrie (vgl. Anhang) auf das Dreieck %' 83' ©' : 

(7) sin (t' cos cc, ä cos u, sin u — sin u, cos u cos d>' , 

(8) — sin a cos a = cos u' sin u, — sin «' cos u, cos ö' . 

Setzt man nun in Gleichung (1) für sind>'^ sind), und sin(S) ihre 
Werte aus (4), (5) und (6) ein^ so folgt zunächst, da nach Fig. 116 
<r'= (7 + 0", ist: 

sin a>' tang u = sin o? tang u' + sin o}, tang v, 
-f — {<T sin c^, cos u, (cos « tang u — cos co' tang ü) 



+ (7, sin a, cos m, (cos co, tang u, — cos co' tang m)} 
= sin (o tang « + sin ö>, tang «, + y (^i + ^2) • 

Aus dem Dreieck Sl'S3'S' ergibt aber der Sinus satz: 

sin &' : sin <t' = sin er, : cos m' 

oder, wenn man cj durch o)' ersetzt^ also in (3) e^ vemachlässigt, 
da man sonst in (9) Glieder der Ordnung e* erhielte: 

sin 0)' cos u' 



(9) 



Sin a, = 



sina' 



Elrsetzt man in (7) aus demselben Grunde &' durch €o\ so erhält man: 



1 



cosa, 



sin (T 



sm u cos u, -- sm u, cos u cos g) 



Im Hinblick auf diese Werte, femer auf «'— (0 = oj, und auf die 
Gleichungen (l) und (4), (5), (6) erhält man bei Vernachlässigung von 
e* nach einer kleinen Reduktion: 

F^ = (X cos a, sin co, . 

Auf analogem Wege findet man: 

F^=i — (T, cos cc' sin co . 

Daher folgt als Besultat: 

sin cj' tang u ^ sino) tang u' 

+ sin CQ, tang «, 



(10) 



+ — (c COS cc, sin co, 




Fig. 117. 



— (7, cosc^'sinco). 

Nimmt man nun wie in § 55, b) (vgl. S. 375) ein sphärisches Hilfs- 
dreieck aS3C an (vgl. Fig. 117), das Punkt für Punkt den beiden 
Dreiecken ABC und «'»'C (vgl S. 373 und 375) entspricht, so daß 
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JBe-90<>~«', «6 = 90^-1«,, e®«90ö-tto> -^«(S» = a>', 
<^?IC® =« ö), -^®(58 = 0),, also CO + (ö, = ö)' ist, so erhält man 
im Hinblick auf die Gleichung VIII der sphärischen Trigonometrie 
(vgl. Anhang) in strikter Analogie zu Gleichung (3 b) S. 375 jetzt: 

(1 1) sin oof tang u^ = tang m' sin od + tang ?/, sin (o, . 

In beiden Fällen ist u^ dasselbe, wenn man annimmt, daß Ä und 
B dieselben Punkte sind im einen wie im anderen Fall und daß 
der zwischen ihnen gelegene Punkt gleichfalls derselbe ist. 

Die Formeln (4), (5), (6) zeigen, daß c5,, ö, ö' und w,, co, «' 
in Dreieck %' JB' (£' und Dreieck % SB S gleich sind bis auf Größen 
der Ordnung e^. Es wird: 

{ a) cos Uq : sin a;' = sin <7, : sin o?, = cos u' : sina , 

(12) < b) cos u, : sin a'= sin a : sin (»'== cos t«' : sin a,j 
y c) cos «, isincc ^ sin o* : sin co « cos u^: sin a,. 

Aus (I2b) und Gleichung (2) von § 58 folgt: 

cos tt sin a SS cos u, sin cc, = cos V sin a. 
Aus (12 c) aber folgt einerseits: 

sin o sin er 
Sin G) = , 

COSM, 

andererseits: 

sin a cos u 

COS W, 5= : , 

Bin«, 

SO daß: 

sin a sin (T . 

Sin «0 =s -;^ sm a, 

sin o cos 14 

ist Aus (12b) aber folgt: 

sin o' cos t^' 

sm a, = ; — T y 

sm 0- 

SO daß: 

/i ox «• • » cos«*' sin o" 

(lö) smcoBSino)— -; — r 

cos t« sin (7 

wird. Analog folgt aus (12 a): 



sina 'sin (F, 
Sin CO, = - 



und aus (12 b): 



so daß: 



C»}ßU 



, cos tt, sin 0)' 
Sin elf s= 



sin er' 



/i >i\ • • / cost<. sin <T. 

(1 4) sin w, =r sm w ' . ; 

cos U Bin (T 

wird. 
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Durch Einsetzen von (13) und (14) geht Gleichung (10) über in: 

I, . . , sin <r cos ti' . / . • / cos u, sin a, , 
8in 00 tang u = sin w -? lang u + sm w . / tang «, 
® cos u sin (T ° costtsiner ° 
. e* / . / cos w, sin <r, ^^^ , . , sm er cos t* \ 
+ — ö" COS cc, Sin 0) ^-; — :; — (T, COS a sm cw r--? • 
2 \ ' cos 1« sm (T cos u sm er / 

Ersetzt man nun in (11) smcj und sinco, gleichfalls durch (13) und 
(14), subtrahiert die so erhaltene Gleichung von (15) und bedenkt, daß: 

. , sin (m — Mö) w — Wo 

tangtt — tangWft = — ^^ = -^r 

^ ^ ** cos tt cos ff, cos't« 

ist, so erhält man als Resultat: 

,- n^ e' /(T sin a, a, sin c , A 

(16) tt — «^ = — cos u . . cos w, cos a, ; — -j- cos u cos a . 

^ ' *» 2 \ sm o' ' ' sin a' ) 

Nach § 55 b hat man ferner: 

• T7 TTx 9 i • TT ' ^OS U SiU 0) . . , . vi 

sm 6/ — cos c/ tang «„ = e^ { sm (7 — sm ti, r-r~ -, fsm « — sm ua\ . 

o \ f cos u sm Ol ^ ''J 

Da in den Klammergliedem der rechten Seite e^ vernachlässigt 
werden kann, so geht diese Gleichung im Hinblick auf die zuvor 
gefundenen Relationen (13) und (14) und auf die Gleichung: 

sin a' sin {/ « sin rr sin «' + sin (t, sin u, ^ 

die sich aus einem sphärischen Dreieck ergibt, über in die folgende: 

TT TTj. 9 ' ( sin 0" + »in ff, — sin (t' \ 

Sin U — cos c/ tang Uq = e^ sm w, ( r— -^ 1 » 

oder: 

/i^N rr I «* 4 sin -J- 0" sin 4- 0", 

(17) f^ = «0 + -5 1—^- <^8 «0 Sin tt, . 

^ ' • 2 cos -^ CT *' ' 

In dieser Gleichung kann cosu^ durch cosu ersetzt werden, da in 
der zuvor abgeleiteten Gleichung (16) ftlr die Breite eines Punktes P 
der geodätischen Linie, die A und ß verbindet, der die Länge (o 
hat, die Elammerdifferenz von der Ordnung e^ ist. 

Die Gleichung (17) kann nun auf eine Ebene angewendet werden, 
welche die Normale in B enthält, die durch Ä geht Sei Q' ein 
Punkt der Schnittkurve, der dieselbe Länge hat oder auf demselben 
Meridian liegt, wie Q, und sei U' seine reduzierte Breite, so ist in 
Analogie zu (17): 

et o\ TTf . e' 4 sin 4 (T sin 4- 0-, . , 

(18) [T = «^ + — ^— r ^— cos Uf, sm u. 

^ ' • 2 cos|a " 

Durch die drei Relationen (16), (17), (18) sind die relativen 
Positionen in Breite der drei Punkte P, Q, Q\ die auf demselben 
Meridian liegen, gegeben, wobei also P der geodätischen Linie^ 
und Q bezüglich Q" den beiden ebenen Kurven (vgl. S. 373) an- 
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gehören. Der Breitenonterschied von Q\ das nördlich von Q liegt, 
wird demnach: 

jj, Y7 e' 4 sin 4- (7 sin i ff, . . , . » 

U — ü ^ — ^-1-7-^—^ COS u (sin 1/ — 810 u,) , 

2 cos I ff ^ '' 

also, wenn aSu die Entfernung des Punktes P nördlich von Q 
bezeichnet: 

c. c* ^ f ff sin ff, ff, sin ff , , 

ö tt s= ^ cos w { -T--r cos u, COS flf, . . COS u cos a 

2 l sm ff^ ' ' sin ff^ 

4 sin 4^ ff sin i ff» • 1 
cos i ff J 

und mithin folgt als Resultat der ganzen vorstehenden Entwicklungen: 



(19) 



e' 



P ö = fl —- cos u 



ff sin ff, ff, sm ff / / 

-; — ,- cos Uf cos a, ~. — ;- cos u cos a 



sin ff 



SIU ff 

4 sin -T- sin - 
2 2 



sm 7/, 



cos 



2 



Diese Gleichung aber kann man noch weiter umformen, indem 

man die durch Anwendung der Grundgleichung (IV] der sphärischen 

Trigonometrie (vgl. Anhang) auf das sphärische Dreieck Ä'S'S' 

(Fig. 116) resultierende Gleichung: 

(20) — cos u cos a' = sin u, sin a — cos u, cos *t' cos a, 

in (19) einführt. So erhält man für die Entfernung GP auch den Wert: 



(21) 

wobei: 

(21a) 

(21b) 



P6 = a-^ cos u (if cos u, cos a, + Z'sin u,) , 



2 



5^ = 



ff sin ff, 
sin ff' 



ff, sm ff 
tangff' 



<r . ff, 
sm -— sin -^ 

iT = ö", sin ö" — 4 , — 

' ff 

C08- 



ist Die Gleichung (21) wird später sowohl bei Aufstellung 
der Bedingung, unter der die geodätische Linie die Q-Eurve 
kreuzt in § 59 Sy wie bei Bestimmung der Längendifferenz 
der geodätischen Linie und der Q-Kurve in § 60 Ver- 
wendung finden. 

Wenn man den Lauf einer geodätischen Linie verfolgt, die 
nicht durch zwei gegebene Punkte geht, sondern von einem Punkt 
unter einem gegebenen Azimut ausgeht, so kann man ihre 
verschiedenen Punkte in Beziehung setzen zu den entsprechenden 
Punkten der Schnittkurve der vertikalen Ebene in Aj welche die 
geodätische Linie in diesem Punkt berührt, d.h. zur Q- Kurve. 



§ 59] Zwölftes Kapitel. Oeod&tiBcbe Fundamentalbestimmnngen nsw. 433 

Dazu braucht man oflfenbar bloß in Gleichung (21) a, = <t'— a und 
im Resultat 0*'== zu setzen, indem man Punkt B an der geo- 
dätischen Linie entlang nach A versetzt denkt Dadurch wird der 
Wert von //: 

jr ü (sin & cos <r — cos (r' sin d) (o*— a) sin a 

tL = -. — -, 7 —j » 

sin o- tang <r 

oder, wenn man in (G'7tango'')sin0', da a' klein ist, die Tangente 
mit dem Bogen vertauscht: 

(22) if = <T cos ö- — sin ö" . 

Der Wert von K aber wird: 

^ . <r . cj'-cr 
4 sin -r- sm 



= (/T — er) sm (j — 



oder: 



oder, da: 



cos — 



0" rt • <T 



Ä' = — ö- sin ö- + 2 sin -— 2 sin 



o • Sin 2 ff 

2 Sin a = - 

cosa 



ist: 

(23) JT = - sin r7 [(7 - 2 tangy] . 

Setzt man (22) und (23) in (21) ein, so folgt: 

( P(? = -^cosMsiuö- li;, ^ 1 1 cos M, cosa, 

(24) 1 ^ Wtangcr ] 

\ -[g- 2 tang yj sin m, I , 

ein Wert, den wir in § 59 hei Diskussion der geometrischen 
Eigenschaften der geodätischen Linie brauchen werden. Hinsichtlich 
des Vorzeichens von PG ist festzuhalten, daß P G =^ a[u — U) ist 
Außerdem können wir ihn benutzen zur: 



Bestimmung des Unterschiedes des astronomischen und 

des geodätischen Azimutes. 

Bezeichnet man mit Ä das wahre Azimut von B in Punkt A^ 
mit u, das Azimut der von A nach B gehenden geodätischen Linie 
in Äj mit a ihr Azimut in B und vernachlässigt Größen höherer 
Ordnung, d.h. betrachtet man das Dreieck ABC als sphärisch, 

BuoHHOLZ, Angewandte Mathematik. 28 
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80 ist, wenn a der Radius der Sphäre ist, P Ä ^ atr. Aus dem 
Dreieck ÄGP (vgl. Fig. 118) folgt dann nach dem Sinussatz: 

Sin : sin (a, — ^) = sin : sin o? , . 

oder, da PGja ein sehr kleiner Zentriwinkel 
und die Differenz a,— A sehr klein ist, weil 
die geodätische Linie nur wenig von der 
P- Kurve abweicht, auch: 




PQ 



: [Uf — J) = sin <T : sin cc . 



Es ist somit: 



u4 — a, = — 



PQ 8ina 



(25) 



a Bina- 

oder bei Einfährung des durch Gleichung (24) 
gegebenen Wertes von PO: 

r J - of, = -JcosM,8ina, j(l - -^^ cos t/, cos a, 



1 



+ 



2(y-tang-JJ8intt,} 



ein Ausdruck, den Bessel^) in seiner berühmten Arbeit über die 
Figur der Erde von ganz anderen Gesichtspunkten als den hier 
gegebenen, nämlich rein analytisch abgeleitet hat. 

Aus (25) ist zunächst ersichtlich, daß das Azimut der geo- 
dätischen Linie dem wahren (astronomischen) Azimut gleich ist, wenn 
die Bedingung erfüllt ist: 



(26) 



COtg U, cos Gf, =s 2 



tang--y 



1 - 



ff 



tangff 



Ist femer <r klein, so folgt aus (25) bei Einführung des Wertes 
der Tangente tangtr = ö- + (<r^/3) — .. . genähert: 

(27) ^ — a, = -^ cos u, sin a, 1 /r* cos m, cos a, — sin u, \ , 

oder bei Vernachlässigung von Größen der Ordnung e^a^: 

(28) Ä — a,= ^e^(T^ cos* u, sin a, cos a, 

das ist aber bis auf den Faktor J- gerade der in § 55 b, vgl. 
Gleichung (22b), gefundene Wert des Winkels /. Der Winkel, 
den die geodätische Linie mit der Q-Eurve bildet, ist also 

») Vgl. Astronomische Nachrichten Nr. 329, 330, 831 : „Über den Einfluß 
der Unregelmäßigkeiten der Figur der Erde auf geodätische Arbeiten und ihre 
Vergleichong mit den astronomischen Bestimmungen* ^ 
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innerhalb der angegebenen Genauigkeitsgrenze gleich 
dem dritten Teil des Winkels, den die Q-Kurve mit der 
P-Kurve bildet Mit Hilfe von Gleichung (27) können wir nun 
noch den Satz ableiten: 

Die Winkel eines geodätischen Dreiecks stimmen bis auf 
Größen höherer Ordnung mit den Winkeln eines sphärischen 

Dreiecks überein. 

Den Ausdruck (27) für den unterschied des wahren und des 
geodätischen Azimutes wollen wir dazu benützen, um die Winkel 
eines geodätischen Dreiecks mit den wirklichen sphäro- 
idi sehen Winkeln zu vergleichen. Sei dazu AJBC das Dreieck, a, &, c 
seine Seiten; die Azimute mögen von bis 360^ gezählt werden. Seien 
ferner die wahren und die geodätischen Azimute von Ciu JB, von 
A in C und von JB in A bezüglich gleich {a\ (/9), {y) und a, ß, y; um- 
gekehrt seien . die wahren und die geodätischen Azimute von B in C, 
von C in ^ und von Ain£ bezüglich gleich [a,), [ß,], (/,) und a,, ß„ y,. 
Wir vernachlässigen nun wieder im Ausdruck (27) das kleine Glied 
in <T^ und können, da es sich um ein kleines sphäroidisches Drei- 
eck handelt, die reduzierte Breite u in dem Dreieck überall als gleich 
annehmen, indem cosu in obiger Gleichung selbst schon mit einer 
kleinen Größe zweiter Ordnung multipliziert auftritt. Setzen wir 
also für cos^tt,, das von Punkt zu Punkt des Dreiecks sich ändert, 
cos^tt, wobei sich dann u auf den Mittelpunkt des Dreiecks bezieht, 
so folgt aus obiger Gleichung^ indem man im Faktor sin2c^ nicht 
zwischen dem Azimut der Seiten des Dreiecks im direkten oder im 
entgegengesetzten Sinne zu unterscheiden braucht: 



«»a« 



(«) — « = ^—— cos^?i sin a cos a , 

oder wenn man: 

(29) ^^e^cos^u = i 

setzt, und bedenkt, daß o-, da es sich um das Azimut von C in B 
handelt, nichts anderes ist, als die C mit JB verbindende Strecke a: 

{a) = cc + ia^ sin 2 C4 , 
{u) = a, + i a- sin 2 a , 

(ß)==ß -\-idHin2ß, 

(/?,) = /?, + «V>2 sin 2/9, 

{y) ^ y +2 c^ sin 2 ;' , 

^ (/r) = >'f + ic^sin2y. 

28* 



(30) 
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Der Winkel der von A nach B und C gelegten Normalebene 
wird also: 

A = (/9,) - (/) = /9, + iÄ«8in2/9 - / - ic*sin2^. 
Die wahren Winkel des Dreiecks sind somit: 

(31) I JS = (;',) -(«) = ;/,-« + j {c2 sin 2 ;- - a« sin 2a), 

I C = («,)- (/9) = a, - /9 + i(a«sin2a - i»sin2i?). 

Nun haben wir aber in § 55 c für die Differenzen zwischen den 
wahren Winkeln eines sphäroidischen Dreiecks und den Winkeln 
eines sphärischen Dreiecks Ton denselben Seiten, wenn der Radius 
der Sphäre dem mittleren Krümmungsmaß des Dreiecks entspricht» 
die Ausdrücke (32) gefunden: 

IdA = ib^Qm2ß — ic*8in27', 
rfj5=ic«sin2/-ia2sin2öf, 
dC=ia^sm2a - iPsm2ß. 

Der Vergleich von (31) und (32) ergibt, daß die Winkel eines 
geodätischen Dreiecks gleich sind den Winkeln eines sphä- 
rischen Dreiecks bis auf Größen der Ordnung la*, li*, icK 

b) Die geometrischen Eigenschaften der geodätischen Linie. 

a) Die geodätische Linie berührt swei gleiohweit vom Pol entfernte 

Parallelen weehaelseitig. Die IjäDgendifferena von swei enksessiven 

Berührungspunkten ist konstant und stets kleiner als 180 ^ 

Wir fassen den Fall ins Auge, daß eine Schar geodätischer 
Linien von einem Punkt eines Sphäroids mit kleiner Exzentrizität 
nach allen Richtungen hin ausgeht, und betrachten zunächst nur 
eine dieser Linien, für die nach § 57 a): 

(1) rsina = C 

ist. Hier bedeutete r den Abstand des betrachteten Punktes der 
geodätischen Linie von der Rotationsachse, und a, das Azimut^ war 
der Winkel der Eurventangente in diesem Punkt mit dem durch 
den Punkt gehenden Meridian. Bewegt man sich nun auf der 
geodätischen Linie, die den Meridian im allgemeinen schief durch- 
schneidet; entlang zum Nordpol hin, so wird offenbar r um so kleiner, 
je näher man dem Pol kommt, und folglich wird, da sine; = C/r 
ist, der Sinus absolut genommen mit abnehmenden r immer größer 
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werden, der Winkel a selbst wird sich also immer mehr einem Rechten 
nähern; und mithin wird die geodätische Linie bei dieser Art der 
Fortbewegung den Meridian mehr und mehr rechtwinklig durch- 
schneiden. Wird schließlich absolut genommen r^C, also sinc^^ ± 1 
und mithin a ^ R, so ist der absolute Betrag von C der kleinste 
Wert, den r jereichen kann, womit eine Grenze der Annäherung an den 
Pol gegeben ist Diese Grenze ist ein Parallelkreis, dessen 
Radius der absolute Betrag von C ist Einen ebensolchen 
Parallelkreis hat man natürlich auch auf der südlichen Halbkugel 
Zwischen diesen beiden Parallelkreisen also muß die geodätische Linie 
verlaufen und beide muß sie berühren, denn im Parallelkreis schneidet 
sie den Meridian geradeso wie der Parallelkreis selbst, nämlich senk- 
recht. Daraus ersieht man, daß der Teil der geodätischen Linie 
Yom betreffenden nördlichen bis zum entsprechenden südlichen 
Parallelkreis symmetrisch ist zum folgenden, der vom südlichen 
wieder zum nördlichen Parallelkreis führt, da mia bei gegebenem C, 
d. h. für ein und dieselbe geodätische Linie, auf demselben Parallel- 
kreis konstant ist 

Hieraus folgt weiter, daß die Längendifferenz zwischen zwei 
sukzessiven Berührungspunkten konstant ist Daß dieselbe 
stets etwas kleiner als 180^ ist, erkennt man, indem man erstens das 
sphäroidische Dreieck ^i?C^ (vgl. Fig. 119) ins Auge faßt, dessen 
einer Eckpunkt C der Nordpol und dessen beide andere Ekskpunkte Ä 





Fig. 119. Fig. 120. 

und B die zuvor erwähnten beiden unmittelbar aufeinander folgen- 
den Berührungspunkte der geodätischen Linie mit dem nördlichen 
beziehungsweise südlichen Parallelkreis sind. Zweitens betrachten wir 
das dem ersteren Dreieck entsprechende sphärische Dreieck 9(99S 
auf der Abbildungskugel (vgl. Fig. 120), in dem die Seiten «6 
und 9(£ die Komplemente der reduzierten Breiten von A und B 



438 Zweite Abteilung. Höhere Geodäsie. [§ 59 

sind und in dem die dritte Seite 99 nach § 58 Gleichung (3) durch 
das Integral: 

(2) n=:f^ 

' J coßa 

gegeben ist; dabei ist a von u abhängig durch die geodätische Linie, 
indem jedem u ein bestimmter Punkt der geodätischen Linie und 
damit ein bestimmtes Azimut a entspricht. 

Dem Winkel <o femer des sphäroidischen Dreiecks entspricht 
der Winkel cD im sphärischen Dreieck und ebenso entsprechen den 
Winkeln des sphäroidischen Dreiecks bei A und JB, die rechte sind, 
im sphärischen Dreieck gleichfialls rechte Winkel. Und da die 
Seite S(10 im allgemeinen nicht der Äquator ist, sondern ein anderer 
größter Kreis, so müssen 9 und S entgegengesetzte Punkte sein, 
da ein vom Äquator verschiedener größter Ereis nur in zwei entgegen- 
gesetzten Punkten vom Meridian senkrecht geschnitten wird. Daraus 
folgt, daß die Bögen ^^ und fQ^ demselben größten Ereis 
angehören, so daß der Winkel bei (£ gleich 180^ ist Daher wird 
Gleichung (IIa) yon § 54: 

(3) * w = 180^ ~ f fcos^Mi/ö, 

die Längendifferenz also um etwas kleiner als 180^ Daß 
sie abhängig ist vom Winkel, unter dem die geodätische Linie den 
Äquator schneidet, ersieht man wie folgt 

In dem Integral fco%^ud& ist u als abhängig von d) zu be- 
trachten, und zwar ist durch diese Abhängigkeit der größte Kreis 
gegeben, welcher der geodätischen Linie entspricht Offenbar ist 
aber obiges Integral iiir alle solchen Kreise dasselbe, die denselben 
Winkel mit dem Äquator bilden, verschieden jedoch für diejenigen 
größten Kreise, welche verschiedene Winkel mit dem Äquator bilden. 
Da aber der Winkel, den der größte Kreis 9t 9 mit dem Äquator 
bildet, gleich ist dem Winkel, unter dem die ihm entsprechende 
geodätische Linie AB den Äquator schneidet, so ist <a von diesem 
Winkel abhängig. 

Fassen wir das Gefundene zusammen, so berührt also 
eine geodätische Linie zwei in gleichem Abstand vom Pol 
liegende Parallelen wechselseitig. Dabei ist die Längen- 
differenz zwischen zwei sukzessiven solchen Berührungs- 
punkten konstant, etwas kleiner als 180/^ und abhängig 
von dem Winkel, unter dem die geodätische Linie den 
Äquator schneidet. 



§ 59] Zwölftes Kapitel G^eodätische Fandameiitalbestimmtwgeii usw. 439 



ß) Alle von demselben Punkt des Äquators ausgehenden geod&tisohen 

Iiinien haben nahesu die gleiche L&nge ^ne. 

Wenn man an eine geodätische Linie in dem Punkt, wo sie 
den Äquator schneidet^ eine Schmiegungsebene legt (d. i. die 
Grenzlage einer Ebene ^ die durch drei Punkte der Kurve geht in 
dem Fall, daß zwei der Punkte mit dem 
dritten zusammenfallen) (vgl. Fig. 121), so geht 
diese Ebene offenbar durch den Mittelpunkt 
des Sphäroids und schneidet den Äquator 
in einem Durchmesser. Denken wir uns nun 
die geodätische Linie von einem Punkt Ä, wo 
sie den Äquator schneidet, bis zu ihrem 
nächsten Schnittpunkt B mit dem Äquator 
und ziehen die beiden Meridiane flir diese zwei Punkte, so erhalten 
wir ein sphäroidisches Dreieck ABC (vgl. Fig. 122), dem wieder 
ein sphärisches Dreieck auf der Abbildungskugel entspricht (vgl. 
Fig. 123). Die Bögen SIS und 93 S in letzterem betragen je 90 ^ als 




Fig. 121. 





Fig. 122. 



Fig. 123. 



Komplemente der reduzierten Breiten von A und B, die hier Null 
sind, weil die Punkte auf dem Äquator liegen. Die dritte Seite a 
aber beträgt 180**, weil MS Bogen eines größten Kreises ist, der 
den Äquator in zwei entgegengesetzten Punkten schneidet. Folglich 
ist auch der Winkel bei © gleich 180®. 

Wenn sich nun ein Punkt auf der geodätischen Linie entlang 
bewegt, so wächst offenbar der Winkel ß des sphärischen Hilfs- 
dreiecks ?193® von bis n, es wird a = n und der Punkt P erreicht 
den Äquator in dem Moment, wo ö = jr wird. Nun war aber (vgl. 
Gleichung (11) von § 54 : 

CO s d> — ^€*<7sina, cosif, . 
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In dieser Gleichung wird, wenn & ^ 71 wird, er «= sr; die reduzierte 
Breite u, aber wird Null, da ja der Punkt P in den Äquator rückt. 
Also wird cosu^ = 1 und: 

(4) m ^ n -- \e*^siacc,. 

Es ist nun aber: 

tang (T (<r cotg ö- — 1) =» c — tang ö- . 

Liegt (T zwischen und nl2, so ist tang(r immer größer als a, 
folglich <r — tang(r<0; und da tang ö- positiv ist im ersten 
Quadranten, so wird auch o- cotg (7 — 1 < 0, d. h. negativ sein; im 
zweiten Quadranten aber ist cotg<7 stets negativ, folglich ercotgo- 
auch negativ, und mithin a cotg 0- — 1 gleichfalls negativ. Daher 
wird, weil cosm, und cosä, positiv sind, bei der jetzigen Voraus- 
setzung, das erste Glied der rechten Seite des für P(r gefundenen 
Ausdruckes (vgl. Gleichung (24) Abteilung a): 

PG = ^ cos tt sin <r [[tt^ 1 j cos m, cos a, — [<r — 2 tang-|-J sin u\ , 

d. h. 

i-r^ 1 1 cos u, cos a, = negativ. 

Das zweite Glied (0- — 2tang<7/2)sint£, aber fällt fort, da jetzt 
der Voraussetzung nach der Ausgangspunkt der geodätischen 
Linie, in dem die Schmiegungsebene an die geodätische Linie 
gelegt ist^ auf dem Äquator liegt, die reduzierte Breite u, also 
Null ist Somit wird, wenn < <t < ;r und m, = ist: 

PG =^ - a e* cos w sin ö- f T--^^ ij cosa, = negativ. 

Denn cosa, ist ja positiv, da nach der Voraussetzung a, <90® sein 
soll; cos u ist gleichfalls positiv, weil die reduzierte Breite des 
Punktes P zwischen — 3r/2 und + ff/2 liegt; ebenso ist siuö- positiv, 
solange (r zwischen und n liegt, also PG negativ. Ausmultipli- 
ziert folgt: 

PG = \ ae* cos u {(t cos (t — sin &) cos a, 

oder für <t ^ n: 

PG = — \ae^n cos u cos a, . 

Da aber, wenn <j =^ n wird, der Punkt P in den Äquator rückt, 
also cos« rs 1 wird, so wird: 

PÖ = — -J- ae^ ff cos a, . 

Man sieht somit, daß, wenn a cotg a — \ negativ ist, für alle 
Werte von <r von bis ff und a < 90^ ist, der diesbezügliche Teil 
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der geodätischen Linie ganz auf der Südseite der durch ihren 
Anfangspunkt gehenden Schmiegungsebene liegt, und wenn er a ^ 
wird, indem der Punkt P in den Äquator rückt, so wird ihre Ent- 
fernung Yon der Schmiegungsebene nach Süden in Bogenmaß ge- 
rechnet auf einer Kugel vom Radius a gleich: 

(5) PG ^\ne^ cos a, . 

Wir wollen nun noch zeigen, dafi das Stück PN' einer geodä- 
tischen Linie, die von einem, dem Punkt N entgegengesetzten 
Punkte ausgeht, wobei iV" auf dem Meridian von Nj Punkt P aber 
auf dem Äquator liegt, zirka: 
PA'=|i^«« = konst. 

ist, was also für alle 
geodätischen Linien, 
die von demselben 
Punkte A des Äquators 
ausgehen, gilt. Dazu 
denken wir uns in Fig. 
124 den Äquator, die 
geodätische Linie und 
in Punkt u4 dieSchmie- 

gungs ebene an dieselbe; ferner den, Punkt Ä gegenüberliegenden 
Punkt N, sowie den Meridian durch den Pol C und durch Punkt iV, der 
die geodätische Linie in Punkt N' schneide ; ferner den Meridian durch 
den Pol C und durch Punkt P, der die Schmiegungsebene im Punkt G 
schneide. Das Azimut 
der geodätischen Linie im 
Ausgangspunkt A sei a,. 
Da nun die geodätische 
Linie, wie früher be- 
wiesen und Fig. 125 ver- 
anschaulicht, aus lauter 
kongruenten Stücken 
besteht, die abwechselnd nördlich und südlich symmetrisch 
zum Äquator liegen, so findet sich der Winkel a, bei A in Fig. 124 
bei Punkt P wieder, so daß: 

^NPN' = 90- a„ 
also: 



Fig. 124. 




Fig. 125. 



ist. 



PN 



; = sin (90 — «,) = cos a, 
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Da aber PN und P(? kleine Größen sind, so kann man PN'NG 
angenähert als ein Rechteck betrachten und demnach NN'^ PG 
setzen. Und da, wie zuvor gezeigt: 

PG = ^e^ncosa, 

ist, 80 folgt aus obiger Gleichung: 

(6) Pj\/'=le^n=:T, 

d. h. alle geodätischen Linien, die vom gleichen Anfangs- 
punkt A ausgehen, haben zwischen dem Punkt P, wo sie 
den Äquator wieder treffen, und dem Punkt N\ wo sie von 
dem durch den Punkt ]V gehenden Meridian geschnitten 
werden, die nahezu gleiche Länge r, für die Erde im Hin- 
blick auf den Wert von e nahezu 36'. 



/) Die Enveloppe von einem Punkt ausgehender, sukzessive sieh schnei- 
dender geodätischer Linien ist eine Hyposykloide. Jede geodätische 
Linie ist nnr bis zu ihrem Schnittpunkt mit der Enveloppe die kürzeste. 

um schließlich zu finden, welche Kurve entsteht, wenn sich die 
Endpunkte des Stückes r auf zwei zueinander senkrechten Geraden, 
dem Äquator und dem Meridian, bewegen — indem wir uns den 
Vorgang vom Sphäroid in die Ebene verlegt denken, da alle in 
Betracht kommenden Größen im Hinblick auf den Erdumfang klein 
siod — , wählen wir den Äquator als Abszissenachse, den Meridian 
als Ordinatenachse und nehmen den Winkel a, wie zuvor an. Dann 
ist ofifenbar der Abschnitt der Geraden r auf der Ordinatenachse 
gleich — Tcosa,, da er südlich vom Äquator liegt, wenn a, zwischen 
und 9r/2 liegt, während der Abschnitt auf der Abszissenachse 
gleich — rsinc^, ist. Die Gleichung der Geraden r ist also: 

(7) _iL- + -?-=-l. 

^ ' tSlTLtt, T COS a, 

Die Gleichung einer, dieser ersten unendlich benachbarten geraden 
Linie ist: 

^ ' T sin (a, + da,) t cos (a, + da,) 

um den Schnittpunkt dieser beiden Geraden zu finden hat man, 
da da, unendlich klein ist: 

1 r . j V _ 1 1 COS ff, , , 

—j-~ ^ {Qma, + C09a,da,) '^ -(—- - z^ da, + ... 



8in(a, +dff,) ^ ' * t) sin«, sin'o, 

1 , • j \-i 1 , sino. 



- = (cos a, — sin a, d a,T ^ ^ 1 ^ '- d a, — . . . 



C08(a, + da,) ' ' cos ff, cos*nf. 
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Daher wird Gleichung (8) auch: 

X X cos n,da, y ^ sin a, <i a, 

sin n, sin* «, cos «, coa* a, 

Subtrahiert man von dieser Gleichung die Gleichung (7\ nachdem 
man dieselbe mit r multipliziert hat, so folgt: 



X cos a,da, y sin n,da, ___ ^ 
sin* a, cos* a, ' 

also: 

(9) . y = ^x, 

folglich durch Einsetzen in (7): 

X , X cos* ff, 
sin a, 8in' a, 

mithin: 

(10) ar = — Tsin^«,, 

Gleichung (9) wird daher: 

(11) y = — r cos^a,. 

Erhebt man (10) und (11) zur Potenz ^/j und addiert, so folgt: 

Nun war aber x ^ \e^n das ins Auge gefaßte Stück einer geo- 
dätischen Linie ; die mit einer benachbarten zum Durchschnitt ge- 
bracht wurde. Der geometrische Ort dieser sämtlichen Durch- 
schnittspunkte, d. L die „Enveloppe^ aller sukzessive sich 
schneidenden geodätischen Linien, ist also durch Gleichung (12) 
definiert. 

Um zu zeigen, was für eine Kurve diese Enveloppe repräsen- 
tiert, denken wir uns auf der innem Seite eines Kreises vom Radius h 
einen Kreis vom Radius ^4^ abgerollt (vgL Fig. 126) und suchen 
die Gleichung der Kurve auf, die ein Punkt der Peripherie des 
kleinen Kreises hierbei beschreibt. 

Den Koordinatenanfangspunkt N legen wir in den Mittelpunkt 
des großen Kreises und gehen aus von der Lage (7, wo der Mittel- 
punkt des kleinen Kreises auf der positiven Abszissenachse liegt. 
Den Berührungspunkt 0" mit dem großen Kreis, der gleichfalls auf 
der positiven Abszissenachse liegt, wählen wir als den die Kurve 
erzeugenden Punkt. Offenbar beschreibt dann beim Abrollen der 
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Mittelpunkt des kleineren Kreises einen Kreis vom Sftdius '/^A. 

Sei < der Winkel, den derjenige Radios des großen Kreises, welcher 

nach dem jedesmaligen Berüh- 
rungspunkt mit dem kleinen Kreis 
geht, mit der Abszissenachse bildet, 
so ist A« die Länge des Bogens, 
auf dem das Abrollen stattfand. 
Gleichzeitig ist aber auch die 
Länge des kleinen Kreises, der 
sich auf diesem Bogen des großen 
Kreises abgerollt hat, gleich Ae, 
während der zu diesem Bogen k € 
gehörige Zentriwinkel des kleinen 
Kreises 4e ist. Man hat also die 
nebenstehende Fig. 126, aus der 

wir Punkt 0" in seiner, durch den Prozeß des Abrollens veränderten 

Lage noch einmal herauszeichnen (vgl. Fig. 127). 




Fig. 126. 




Fig. 127. 



Aus Fig. 127 folgt: 

HF = NO' cos « = ^4 Ä cos e , 
FJ^ 0'0"cos3«« V4*cos36. 



Femer: 



so daß also: 



y^ja'^OF'-öL, 
OF = A'O'sin e = '/^ * sin € , 
OL = O'O" sin 3« == V^ Ä sin 3« , 

ar = '/^ A cos « + Y4 * cos 36 , 
y B ^/^ A sin fi — ^/^ A sin 36 



ist. 



^ 
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Nun ist aber: 

siu 3 6 = 8 sin s cos^ s — sin^ s , 

cos 3 £ «= cos^ 6 — 3 sin* b cos e • 

Daher wird ausgerechnet: 

jT =3 A cos^ « , y = Ä sin* e , 
also: 

(13) :pV. + yV. = AV., 

d.i. die Gleichung einer Hypozykloide. Somit ist also die durch 
Gleichung (12) gegebene Enveloppe aller sukzessive sich schneiden- 
den geodätischen Linien eine Hypozykloide^ oder die Evo- 
lute einer Ellipse. 

Offenbar hat, wenn der kleine Ereis seine ganze Peripherie 
abgerollt hat, der Berührungspunkt auf dem großen Ereis gerade 
ein Viertel des großen Kreises beschrieben, da nach der Voraus- 
setzung der Radius des kleinen Kreises der vierte Teil desjenigen 
des großen Kreises ist und daher auch die Peripherien im gleichen 
Verhältnis stehen. An derjenigen Stelle, wo 
der die Kurve beschreibende Punkt zugleich 
auf dem großen Ej-eis liegt, entsteht also jedes- 
mal ein Rückkehrpunkt, und diese Rück- 
kehrpunkte liegen somit immer um ein Viertel 
der Peripherie des großen Kreises voif- 
einander entfernt, wie Fig. 128 zeigt, welche 
die Hypozykloide vom Zentrum N darstellt, Fig^iis 

die der Enveloppe der von einem Punkte A 
des Äquators ausgehenden geodätischen Linienschar entspricht, 
wobei der Mittelpunkt N dem Ausgangspunkt Ä gegenüber liegt. 

Schließlich ist leicht einzusehen, daß wenn geodätische Linien, 
die von einem gegebenen Punkt ausgehen^ sich so schneiden, daß 
sie eine Enveloppe bilden, dann jede geodätische Linie nur 
bis zu ihrem Schnittpunkt mit der Enveloppe und nicht 
weiter die kürzeste ist. Jagobi hat in seiner Dynamik in der 
sechsten Vorlesung bei Anwendung des Prinzips der kleinsten 
Wirkung auf den Fall der Bewegung eines materiellen Punktes auf 
einer gegebenen Oberfläche infolge eines anfänglichen Stoßes, wenn 
sonst keine Anziehungskräfte auf den Punkt wirken, das obige 
Theorem allgemein für kürzeste Linien auf einer beliebigen Ober- 
fläche aufgestellt In Ergänzung unserer im Vorhergehenden ge- 
gebenen allgemeinen Diskussion der geometrischen Eigenschaften 
der kürzesten oder geodätischen Linie auf dem Rotationsellipsoid, 
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auf welches Jacx)BIB Theorem direkt Anwendung findet, sei hier der 
Vollständigkeit halber noch diese JACOBische Betrachtung gegeben, 
und zwar in Jacobis eigenen Worten. ,,Aber die kürzesten Linien 
haben ihre Eigenschaft, ein Minimum zu sein, nur zwischen gewissen 
G-renzen; auf der Kugel z. B., wo die größten Kreise kürzeste Linien 
sind, hört diese Eigenschaft auf, wenn man eine Länge betrachtet, 
die größer als 180^ ist Um dies einzusehen , wird man nicht die 
Ergänzung zu 360^ zu Hilfe rufen dürfen, was nichts beweisen 
\i'ürde, da die Minima nur immer in Beziehung auf die unendlich 
naheliegenden Linien stattzufinden brauchen; man überzeugt sich 

vielmehr davon auf eine andere Art B sei der Pol 
von Ä (vgl. Fig. 129), man verlängere den größten 
Kreis Äccß über B hinaus bis C und lege den größten' 
Kreis ÄßB unendlich nahe an AaB, dann ist 
AaBC^ JßB + BC= Aß + ßB + BC. Es sei 
ferner ß unendlich nahe an B und ßC ein größter 
Kreisbogen , so ist ß C < ß B + B C, also ist die ge- 
brochene Linie Aß + ßC kleiner als der größte Kreis 
AuBC. Auf der Kugel also ist 180^ die Grenze der 
Minimum-Eigenschaft Um diese Grenze allgemein zu bestimmen, 
habe ich folgenden Satz aufgestellt, auf welchen ich durch tiefer 
liegende Untersuchungen gekommen bin: 

IVenn man von einem Punkt einer Oberfläche nach allen Richtungen 
kürzeste Linien zieht j so können zwei Falle eintreten: zwei unendlich 
naJie kürzeste Linien laufen entmeder fortwährend nebeneinander , ohne 
sich zu schneiden, oder sie schneiden sich wiederum^ und alsdann bildet 
die Kontinuität aller Durclischnittspunkte ihre einhüllende Kurve, Im 
ersteren Fcdle hören die kürzesten Linien nie auf kürzeste zu sein, 
im zweiten sind sie es nur bis zum Berührungspunkte mit der ein- 
hüllenden Kurve. 

Das Erstere findet, wie sich von selbst versteht, bei allen 
developpabeln Flächen statt, denn in der Ebene schneiden sich die 
durch einen Punkt gehenden Geraden nie wieder; femer findet es 
auch, wie ich gefunden habe, bei allen konkav-konvexen Flächen 
statte d. h. bei denjenigen, in welchen zwei aufeinander senkrechte 
Normalschnitte ihre Krümmungshalbmesser nach entgegengesetzten 
Seiten haben, z. B. bei dem einschaligen Hyperboloid und bei dem 
hyperbolischen Paraboloid. Hiermit soll übrigens nicht gesagt sein, 
daß es nicht auch konkav -konkave Flächen geben könnte, welche 
in diese Kategorie gehören, wenigstens ist die Unmöglichkeit hiervon 
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nicht bewiesen. Ein Beispiel der zweiten Art gibt das Revolutions- 
ellipsoid. Nehmen wir dasselbe wenig von der Kugel verschieden 
an, so werden die kürzesten Linien, welche durch einen beliebigen 
Punkt der Oberfläche gehen , sich zwar nicht, wie auf der Eugel, 
in dem Pole sämtlich schneiden, aber sie werden in der Gegend 
des Pols eine kleine einhüllende £urve bilden. In diesem Umstände 
scheint bei oberflächlicher Betrachtung ein Paradoxon zu liegen; 
denn die einhüllende Kurve hat im allgemeinen die Eigenschaft, 
daß das System von Kurven, welches von derselben eingehüllt wird, 
nicht in den innem Raum der einhüllenden eintreten kann. Dem- 
nach würde es einen Flächenteil geben von der Beschaffenheit, daß 
sich nach irgend einem Punkt im Innern desselben, von dem ge- 
gebenen Punkt keine kürzeste Linie ziehen ließe, was unmöglich ist. 
Das Paradoxon löst sich aber durch die genauere 
Betrachtung der einhüllenden Kurve auf, wie aus 
Fig. 130 zu ersehen ist, in welcher AB CD die ein- 
hüllende Kurve, welche ungefähr die Gestalt der 
Evolute der Ellipse hat, und EFG eine kürzeste 
Linie darstellt. Von E her tritt sie in den von der 
einhüllenden Kurve begrenzten Flächenteil ein, be- 
rührt dann die Kurve in einem Punkte F und hört 
von da an auf, kürzeste Linie zu sein. Diese Eigen- 
schaft der kürzesten Linien, daß sie aufhören solche 
zu sein, wenn sie ihre gemeinschaftliche einhüllende Kurve berührt 
haben, ist, wie gesagt, durch tiefliegende Betrachtungen gefanden 
worden; sie läßt sich aber nachträglich sehr leicht einsehen. Denn 
indem zwei unendlich nahe kürzeste Linien sich schneiden, wird im 
Durchschnittspunkt nicht nur die erste, sondern auch die zweite 
Variation Null, der Unterschied reduziert sich also auf unendlich 
kleine Größen dritter Ordnung, d. h. es findet kein Minimum 
mehr statt." 

6) Die Bedingung dafür, daß die geodäüsehe Linie einen der beiden 

ebenen Normalschnitte kreuat. 

Wenn schließlich eine geodätische Linie zwei Punkte verbindet, 
die nur kurz voneinander entfernt sind, so wird sie im allgemeinen 
zwischen der P-Kurve und der Q-Kurve liegen, unter gewissen 
Umständen jedoch die eine dieser beiden ebenen Kurven kreuzen, 
nämlich dann, wenn die Endstationen nahezu dieselbe 
Breite haben. 
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Um die Bedingung des Kreuzens zu finden, müssen wir 
offenbar den früher für PO gefundenen Ansdnick: 



(14) 


PG 


= a -— cos u (7/ cos u, cos a, + Ä' 


wo: 






(14a) 




jj (T ein (T, a, sin er 


Sin (T tang <r 


(14b) 




4 sin — - Bin -7- 
2 2 
K := (T, sin 0" ; 

ff 
cos ^^ 



ist, zum Verschwinden bringen. Die Bedingung dafür, daß die 
geodätische Linie die ebene Kurve, welche die Normale in A ent- 
hält, kreuzt, ist daher: 

H K 

(15) — — cotg M, cos a, H = . 

ff ff , ff ff. 

Diese Bedingung kann noch auf eine andere, der numerischen 
Rechnung (vgl das spätere Beispiel S. 461) zugrunde zu legende 
Form gebracht werden, indem man die in den Ausdrücken für 
HjcG, und KJGG, auftretenden Sinus und Kosinus durch ihre 
Reihen werte ersetzt Es ist offenbar auch: 

.— — r (c sin G, — G, sin g cos g') , 



ff ff, ff ff, sin ff' 
oder, da g,^ & — g ist, auch: 

TT J 

= -, — r [g sin G cos fx — ö-' sin 0- cos g\ . 

ffff, ffff, sinff^ ^ ' 

Setzt man nun für die Sinus und Kosinus ihre B^ihenwerte, multi- 
pliziert aus und zieht zusammen, so findet man leicht: 

/ . / , (ff'- ff)(ff'+ ff) /. ff''+ff«\ 

G?Xh.G COSO" — G Sin (T COS (T = 0" ö" -^^ -~ II — j , 

also* 

..^' E ff' (ff + ff') /1 ff^M^N 

Ferner wird, da: 

2 sin -— cos -— - 

(17) ^^- = V— ^ 



ist: 



8 sm -r sin --- sin 



K sin ff' _ sin ff sin ff' 2 2 2 

ff ff, ff' ~ ff ff' ff ff, ff' 
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oder, da: 

[8iDL2-?- = i-(l_C08<7), 

(18) l \ 

ist, im Hinblick auf (17) und (18) auch: 

K sin (t' _^ sin er sin er' 2 f sin er / 1 — cos <r' \ sin (/ / 1 — cos o" \1 
aü, (t' ~ G ü' (T, 1 0- V 0-' ) ^* \ ^ ]\ 

Setzt man für die Sinus und Kosinus ihre Beihenwerte ein, multi- 
pliziert aus und zieht zusammen, so findet man nach einer kleinen 
Reduktion: 

(K sin er' 1 , ,« , / , 9\ . 1 /« 

Die Bedingung des Ereuzens, die man aach so schreiben kann: 

H ffin& , K sin (/ 

T- cotg w, cos a, = — 



wird somit durch Einsetzen der obigen Werte, da genügend genau: 



lü 

ist: 



._^^-^^^ 10 



cotg tt, cos a, (<r + a) = |y(^'^ + <^<y'+ ^^) - ^<^^^'^ 

_ (,'.+ ,'», + ,'3,3+ .'.3+ ,*)(i. _ _L)j (l + £1+^). 

oder, ausgerechnet, definitiv: 

(cotg M, COS a, (<T + o-') = — (<T* + fr rr' + g^) 

Von dieser Gleichung werden wir später bei der numerischen 
Rechnung Gebrauch machen. 

Findet die Kreuzung unendlich nahe bei Ä statt, so ist in 
diesem Ausdruck (7 = ü zu setzen, also: 

(21) cotg u, cos a,^^(\ + -|jj-) . 

Findet die Kreuzung sehr nahe bei B statt, so ist ö- = ö-' zu setzen, 
also: 

(22) cotg tt, cos £^, = ^ ^1 + iJj . 

BuoHHOLZ, ABgewandte Mathematik. 29 
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Sieht man fbr den Augenblick davon ab, daß die Ehrde keine 
Engel ist, setzt also e ^ und fällt ein Perpendikel vom Pol C 
auf den Bogen Ä B, dessen Fußpunkt in Punkt S zwischen A und B 
liege, und sei A8 = lAB, dann ist nach der sphärischen Trigono- 
metrie: 

cotg u, cos a, = tang i (r'= t c' + ^ »' a''. 

Setzt man jetzt <t als sehr klein voraus, so muß, damit die geo- 
dätische Linie die nördliche Kurve kreuze, offenbar AS zwischen 
^AB und lAB liegen, wobei A in diesem Fall die nördlichste der 
beiden Endstationen ist. Daher liegen die Werte der Azimute, für 
welche eine Kreuzung stattfindet, innerhalb sehr enger Grenzen. 

Faßt man schließlich den Fall ins Auge, daß die Punkte A und B 
auf demselben Breitengrad liegen und sei L derjenige Punkt 
der Feldlinie, der sich auf dem gleichen Meridian mit Punkt G 
der geodätischen Linie befindet, dann werden, wenn o-' klein ist, 
die feliher gefundenen Werte von PL und PG: 

(23) PL ^ — — c* 0",* cos u sin v, , 



ac' 



(24) PG = -^^ff(T,{(T^ + 3flr<7, + (T,^C08M8inM, , 



24 



und die geodätische Linie wird in dem mittleren Teil ihres Bogens 
zwischen der Feldlinie und den in diesem Fall zusammenfallenden 
beiden ebenen Kurven liegen. 



§ 60. Bestimmung des Langenuntersohiedes der geodätlBchen Linie 
mit einem der beiden ebenen Normalschnitte und mit der Feldlinie 

for den Fall, daß diese Linien kurz sind. 

Wir wollen nun den Längenunterschied der geodätischen 
Linie mit den beiden ebenen Kurven und der Feldlinie in 
dem Fall bestimmen, daß diese Linien kurz sind, und zwar zuerst 
die Längendifferenz der geodätischen Linie und der P- Kurve. 

Auf dem Sphäroid ist der Winkel der geodätischen Linie mit 
dem Meridian gleich a. Bei Übertragung eines geodätischen Drei- 
ecks auf die Abbildungskugel bildet die der geodätischen Linie entn 
sprechende Kurve mit dem Meridian einen Winkel a\ der aber von a 
sich nur wenig unterscheidet wegen der geringen Abplattung der 
Erde. Vernachlässigt man die Differenz a — a^ so ist in dem 
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(lSvj 




kleinen sphärischen Dreieck ®$9i (vgl Fig. 181), daa dem sphäro- 

idischen Dreieck GPR m Fig. 182 entspricht^ f&r zwei benachbarte 

Punkte der geodätischen Linie Su die 

Breitendifferenz, San die Längendifferenz. 

Und wenn man auf der Kugel einen Kreis 

durch % zieht, der den, der P- Kurve des 

Sphäroids entsprechenden Kugelkreis im 

Punkt 9t östlich von % trifft, so ist, da a 

der Badius der Kugel, also acost^ der 

Radius des Parallelkreises, und Sod der 

Zentriwinkel ist, a S(o cos u die Länge des 

Parallelkreisbogens $ 9%, und a Su die Länge 

des Meridianbogens ®$. Betrachtet man 

das sphärische Dreieck® $91, da es sehr klein sein soll, als eben, 

so ist: 

a dia cos u 

also die Längendifferenz von 91 und ®, das ist genügend genau 
auch diejenige von R und 0: 

(1) Jq) = ^ti tangc^ secu. 

Ebenso seien alle übrigen Punkte der P- Kurve zur geodätischen 
Linie in Beziehung gebracht 

Bezieht sich nun o) auf Punkt G der geodätischen Linie (vgl. 

¥\g. 132), und w + S(o auf Punkt R der ebenen Kurve ÄPB, die 



a.&tücosu 

Flg. 181. 




Fig. 132. 

eine kleine Abweichung von der geodätischen Linie hat, deren Länge 
wir mit derjenigen der P- Kurve vergleichen wollen, beide Kurven 
zwischen Ä und B gerechnet, so sind die Koordinaten des Punktes O 

29* 
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der geodätischen Linie co und ^, diejenigen des Punktes R der 
P- Kurve w + Sw and ^; daher sind sowohl o) wie m + Sm, also 
auch 3(0 abhängig von ^. Wächst nun w um Scdj so gelangt man 
Yon Punkt G nach Punkt R, und wächst ru' um Sw, so gelangt 
man von Punkt G' nach Punkt S', wodurch ds in ds' übergeht. 
Zur Untersuchung des Längenunterschiedes der geodätischen 
Linie und der P-Eurve brauchen wir also bloß den Unter- 
schied der beiden Längenelemente zu berechnen und über den- 
selben zu integrieren. 
Nun ist: 

.rtN da' ^^ ds __ d (.»»' — s) __ ddn 

^ ^ 1~8 "Sy - d i JT ' 

Der Ausdruck des Bogenelementes in Polarkoordinaten aber ist: 

ds^^r^dm^ + d^. 
Folglich die Differentialquotienten in Gleichung (2) auch: 

ds { n düi^ 



- ("If +')■'• 



Zur Abkürzung setzen wir nun: 
also: 

do}' du) d(&}'— ta) ddcu ^^ 

TT ""dy" ä; ~dV ^ 

Dann werden die Gleichungen (3) auch: 

-^ = (r«A«+l)"'*, 

oder, nach dem Tatlob sehen Satze entwickelt: 



du' 



= (rn*+ 1)"'*+ r*(r«A» + 1) '''A5A +^r»(rn« + 1)"'''(^A)«+ ... 



d; 

Daher Gleichung (2) auch: 

J'AL = r« (r* ;.« + 1)"''' A ^ X + '4- '•* (r* >t'' + 1 )~'" (S A)* , 
oder, wenn man für A wieder seinen Wert nach (4) einsetzt: 
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oder im Hinblick auf (3): 

rfC "*" \di) d; "d^ "^ 2 ^ Ut j l dt j * 

Somit erkennt man, daß wenn (o um ^(o wächst, die Größe: 

ds 



dl 



-('•-2F+>r 



dj" ~ '' "57 \~dr) "^ "2"^ dÄ» V~5t~j 



um: 

(5) 
wächst 

Integriert man diesen Ausdruck nach ^, so verschwindet das 
erste Glied als erste Variation der Länge der geodätischen Linie, 
indem diese Variation^ wie wir früher gesehen haben^ Null ist, weil 
die geodätische Linie eine kürzeste Linie ist Daher erhält man 
für die gesuchte Längendifferenz der geodätischen Linie 
und der P-Kurve zunächst den Wert: 

Nun war aber noch: 

-^ d^ ^ cosuds y r = acoQu, 

Daher wird der resultierende Längenzuwachs, wenn man von der 
geodätischen Linie zur ebenen Kurve APB übergeht: 



(7) 



ds 



-h'f 



cos^u cos' 



(döaV.y 



Um dieses Integral auszu- 
werten, wollen wir d^ in eine 
Potenzreihe entwickeln, die fort- 
schreitet nach Potenzen von e und 
costi. Dazu hat man zunächst 
aus Fig. 133: 



(rfö« = {JGf)* + [joy, 



femer: 




JG^FG- PJ^ FG - M0\ 



Fig. 188. 



FG = FL -^l^^ = asinw Vi - «^ 
MG" = JlfA yi - «2 = asin(M - du)^\ - ^S 



also: 



JG = «yi — e^fsinw — 8in(M — rfw)}. 
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Setzt man nun, da du klein ist: 

üadu ^ dUf cos du= \ , 

80 wird: 

JG » a(l — e*fi^QOSudu. 

Weiter folgt aus Fig. 133: 

JG" = OM^ OF = ö cos (tt — rftt) — a oostt = a sin« du . 

Daher wird ausgerechnet: 

d^^a^du^{\ ~e*co8»tt), 
also: 

(8) — rff =s adu — \adue^GO%^u — -J^aefu e^cos^v — . . . 

Führt man diese Entwicklung in das Integral (7) ein und nimmt 
bloß das Hauptglied derselben mit, da die folgenden Glieder yon (8) 
im Integral noch mit der kleinen Größe {dS(of multipliziert auf- 
treten, so wird der gesuchte Längenunterschied: 

(9) Ss = —a C08*tt cos^ a \ [-^--\ du . 

Die ganze Länge der Linie bezeichnen wir nun mit c, die Ent- 
fernung des Punktes G vom Anfangspunkt Ä wie schon zuvor 
mit (7 und gehen aus yon dem früher gefundenen Ausdruck (21) 
in § 59 a): 

(10) FG = a~ cosM (J?cosM, cosa, + JTsint/,), 



wobei: 



TT CSinO', 0-, BIDO* 
XZ = ; 7 -j- , 

Bin (7 tang(r 

sin -r- am — 
K = (T, sinö- — 4 



C08- 



ist. Somit ist jetzt zu ersetzen ö-' durch c, und <r, durch c — rr, 
so daß: 

Tj <T (c — 0") f sin (e — a) sin a ) 

Biue l c — er <r J 

wird. Weiter hat man jetzt offenbar zu ersetzen sine durch c, 
cosc durch 1 — c*/2, femer sin(c — <7)/(c — (r) durch 1 — ((c — o-)*/6) 
und cosc(8in<7/<7) durch (1 — (ö-^/G)) (1 — (c*/2)). Daher wird der 
Wert yon B: 
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Analog wird: 

iL = (c — ö") Sin ö- — 4 



e 
coey 



oder: 



oder bis Glieder dritter Ordnung inklusiYe: 

i: = (c_.).-4(|^) = o. 

Ersetzt man noch u, und a, durch u und c^, so wird Gleichung (10); 

(11) PG = a-— <7(c* — (T*)co8*ttC08a. 



Nun war aber PG ^ aSu, Daher wird Gleichung (1) auch: 



d(ü = ^PG *^"^" 



a coBu 

oder: 

(12) S(o = ^(t(c^ — (T^) sinc^ cos« . 

Offenbar ist nun: 

Die Differentiation yon (12) aber gibt: 

V - = -^sinaco8w(c' — 3(T^). 
Aus Gleichung (3) Yon § 54 folgt: 

du 1 



du cosoe 

Daher wird Gleichung (18) auch: 

\ da I du 36 cos« ^ ^ 

und daher geht Gleichung (9) über in: 

e 

* 1 A ß* cos'a 8m*a T, « o «\« ^ 

5.« = -5-flC0S*M-^^ I (c* — 3<7^*rf(T, 

2 36 cos« J ^ ' ' 



oder da: 

C08*aBin*a 48in'aco8*a sin' 2a 

cos« 4 ~ 4 
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ist, nach Ausführung der Integration auch: 

(14) ds = — -— c^cos*tt8in*2c^. 

Diese Formel gibt indes nur dann wirklich einen Näherungswert, 
wenn die Entfernung c nicht sehr groß ist. Der Koeffizient y^^flc* 
beträgt im Hinblick auf die Werte von a und e fllr die Erde nur 
2.66 Fuß. Selbst wenn also c z. B 10^ betrüge, so würde der 
Maximalwert von Ss immer noch weniger als ein Hundertel von 
einem Zoll betragen. 

In analoger Weise ergibt sich die Längendifferenz zwischen 
der geodätischen Linie und der Feldlinie, indem man: 

S(o = \€^g[c — <t)(2o- — c)8inf^, cosM, 
setzt, zu: 



ae* 



(15) Ss = -rrrjr C^ siu^ 2« C08*M . 

1440 

Der Vergleich Ton (14) und (15) zeigt, daß die Längendifferenz 
der geodätischen Linie mit der Feldlinie also gerade den 
vierten Teil derjenigen der geodätischen Linie mit einer 
der beiden ebenen Kurven beträgt Der Längenunterschied der 
beiden ebenen Kurven hingegen ist von höherer Ordnung als die 
durch (14) und (15) repräsentierten Längendifferenzen. 



§ 61. Numerisohe Beispiele zur Bestimmung geodätischer Linien. 

In Anwendung der im Vorstehenden entwickelten Formeln 
wollen wir nach Clarke einige numerische Beispiele geben. Sei die 
Breite des Mittelpunktes des Turmes von Dünkirchen, wie sie aus 
Beobachtungen mit Ramsdens Zenit Sektor folgt, 51®2'8."41, und 
die Breite der Wetterfahne des Straßburger Münsterturmes 48® 
34' 55."94; die Längendifferenz dieser zwei Punkte sei 5<>22'28/'440 
(Annales de TObservatoire Lnperial de Paris, Tome VIII, pp. 256, 
820, 356). Zu bestimmen sei ihre kürzeste Entfernung samt ihren 
beiderseitigen Azimuten. Die Elemente des Erdsphäroids seien: 

a = 20926060, 

b:a = 294:295, 

woraus: 

log<?2= 7.8804712, 

log«*cosec2" = 2.8438663, 

logay^l72^= 7.3192128. 
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Bei Anwendung von siebenstelligen Logarithmen kann man die 
Glieder in A® in den Entwicklungen (13 a) von § 3 fortlassen. Für 
die reduzierten Breiten der beiden Stationen ergeben sich die folgen- 
den Werte: 

w, = 50«56'25."837, log cos i/, = 9.7994281 , 

«' = 48 29 8.406 log cos «= 9.8213873. 

Femer wird: 

CD = 5 "22 '28." 440, logsincw = 8.9715838. 

In dem sphärischen Hilfsdreieck sind zwei Seiten bezüglich 
90® — « und 90 ^^ — u, der von ihnen eingeschlossene Winkel ist ©, 
wobei CO ein Näherungswert von &j die wahre Längendifferenz ist; 
die dritte Seite ist o*. Die beiden anderen Winkel aber sind die 
Azimute der geodätischen Linie an den Endstationen. Ist 90° — U 
die Senkrechte, die vom gegenüberliegenden Winkel auf die Seite a 
gefäUt ist und ^ die Entfernung des Punktes u, vom Fußpunkt des 
Perpendikels, so ist: 

sin <r cos U = cosm, cosm' sinö , 

cos JS* sin f/= sinw, . 



Setzt man jetzt: 



« 1 e» sin« ü 



4 1 — c* cos* U ' 

A - «yr^'p (1 + x^ + ^x*), 

so wird die gesuchte kürzeste Entfernung: 

(1) s = Ä(T + B co^[2 2 — rrjsino- + Ccos(4-2'— 2/7)sin2(r, 

(2) Q) — ö = — -|-cos£/'|<r[ 1 + -^ — -^1 — -^cos(2^— (j)sin<r| • 

Die Berechnung findet indirekt statt, man sucht e und hat: 

cos (7 = sintt, sintt' -\- cos«, cos u' cos d), 

muß also zuerst & bestimmen, wras die Kenntnis von f» indes bereits 
voraussetzt, weshalb ein Näherungsverfahren einzuschlagen ist. Dazu 
sei <S>j die erste Näherung von d>, so daß öj = « + Ja> ist, wobei: 



«« 



8(o = ~ ^r, \-^—\ COS u, cos tt' sin w, 

sin 2 \ sin cr^/ ' 

COS a^ = sin t/, sin u' + cos ti^ cos u cos od . 
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Wenn nun cr^ ein erster Näherungswert Yon a ist^ so daß: 

cos cr^ = sin ti, sin tt'+ cos u^ cos v! cos &^ , 

so folgt durch Subtraktion dieser Gleichung von der Torhergehenden: 

(7j — cTq = <J(ö cos M, cos u sin (o cosee (Tq . 

Bei Berechnung von So) femer können wir für den Bruch 
(T^isma^ seinen genäherten Wert sec'l*<rQ setzen. Die Berechnung 
Yon <Tq übergehen wir und geben nur ihr Ergebnis: 

<7^, = 4n5'll/'2, 
log sin a^« 8.8701852. 

Die weitere Rechnung gestaltet sich wie folgt: 

log secV. fT^ 0.00040 , 

loge«cosec2" 2.84387, 

log cos u, cos u sin 6> 8.59240 , 

5(0 = 27." 33 1.43667, 

logcosecö-Q 1.12981, 

<Ti-.<To= 14."41 1.15888, 

woraus: 

(i>j = 5^ 22' 55." 7 7 
und: 

<7i = 4o 15' 25." 6. 

Aus diesen Werten ergeben sich U und x genügend genau: 

log cos u, cos u' 9.6208154 , 

log sin d)| cosec rr^ 0. 1 1 6022 , 

log cos 6^ 9.7224176, 

log sin 17 9.9291162, 

log|tf«sin*Cr 7.0866436, 

log(l + tf*cos« U) 0.0008179, 

logx« 7.0874615. 

Als Wert von ^ aus: 

cos ^sin U = sin u, 
folgt: 

JS' = - 23« 54' 49." 3 

und zwar negativ, weil das Lot {/auf die, Straßburg entgegengesetzte 
Seite von Dünkirchen fällt. Mithin wird: 

log cos (2 -5* - (tJ = 9.7885193 . 

um nun a aus Gleichung (2) zu berechnen, setzen wir für den 
Augenblick N an Stelle von e^ cos «, cos u' sin d), cosec 2" und erhalten 
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logN 1.486877 

log secV« <7i 0.000400 

+ 27."3701 1.437277 

log(|e«-|x«) 7.03862 

+ 0/'0296 8.47090 



cos (2 -S- (7) 

- 0.0103 



1.4869, 
9.7885 , 
6.7864 , 
8.0118, 



Daher wird: 

ö = (0 + 27."889== 5^ 22! 55."829. 

Nnn müssen wir die dritte Seite und die übrigen Winkel des 
sphärischen Dreiecks berechnen, dessen Seiten die Komplemente 
von u, und u' sind, und in dem d) der Yon diesen Seiten ein- 
geschlossene Winkel ist. Die Winkel bestimmt man am genauesten 
durch Berechnung der Tangenten ihrer halben Summe und ihrer 
halben Differenz und erhält so als Azimut von: 

Straßburg — Dünkirchen 123<> T 20." 41, 
Dünkirchen — Straßburg 52 46 11. 46, 

wobei das letztere in der Richtung von Norden nach Westen ge- 
zählt ist Bei Bestimmung der dritten Seite kann man verschieden 
verfahren, wird jedoch infolge der Unsicherheit der siebenten Dezi- 
male des gefundenen Logarithmus eine Unsicherheit von zwei bis 
drei Einheiten in der dritten Dezimale der Sekunde erhalten. Der 
Wert, soweit ihn siebenstellige Logarithmen ergeben, ist: 

<7 = 40 15' 25."710. 

Nunmehr besteht keine Schwierigkeit bei Berechnung der Länge s 
nach (1), da wir im Besitz aller nötigen Logarithmen sind. Daher 
wollen wir nur die Werte der Teile der einzelnen Glieder geben, 
die von den verschiedenen Potenzen von x abhängen: 



Glieder in 


<r 


siiia 


Bin 2(7 




Faß 


Fuß 


Fuß 


JC« 


1549559.6 


— 


— 


X« 


1895.27 


1168.56 




X* 


7.54 


4.27 


0.14 



Ihre Summe ergibt: 



s = 1552630.4 



mit einer Unsicherheit von 1 bis 2 Einheiten in der Dezimale. Die 

wahre Entfernung ist: 

s = 1552630.300. 
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Die astronomischen Azimute sind streng berechnet von: 

Straßburg — Dünkirchen 123® T 20." 165, 
Dünkirchen — Straßburg 52 46 11. 725. 

Berechnet man schließlich nach Gleichung (27) von § 59 a; die 
Differenzen zwischen den wahren und den geodätischen Azi- 
muten, so ergeben sich zur Reduktion der ersteren auf die letzteren 
die Korrektionen + 0."24. und — 0."26, durch deren Addition man 
die zuvor gefundenen Werte der geodätischen Azimute erhält. 

Als zweites numerisches Beispiel wollen wir den Lauf der 
geodätischen Linie betrachten, welche die Basislinie von Kurachee 
im Westen von Indien mit der Basislinie von Kalkutta verbindet 
Auf Grund der zuvor angenommenen Elemente des Erdsphäroids 
ergibt sich: 

log^ae^= 4.85013. 

Der genäherte Wert der Breite ist für Kurachee 25^ 0', filr Kal- 
kutta 22® 30', die Längendifferenz ist 21® 10'. Daraus ergibt sich, 
wenn <7 die ganze Entfernung und u die Breite des Mittelpunktes ist: 

a,«92®58' a= 101® 34', 
(7 =19® 40' M= 24® 7'. 

Nun ist im Mittelpunkt des Bogens der früher allgemein be- 
stimmte Wert von PG, d. i. der Abstand der geodätischen Linie 
nördlich von der Ebene des Normalschnittes in Kalkutta, der durch 
Kurachee geht: 

sm' - / 



P G =z a - cos u 



4 

sm u — sm M, , 



2 tf , 0- 

C08 ~ \tang— 

woraus sich mit obigen Werten: 

PG = 46.6 Fuß 

als Entfernung der geodätischen Linie auf der Nordseite der ebenen 
Kurve ergibt, die der Normalschnitt in Kalkutta auf dem Erd- 
sphärpid ausschneidet Als Differenz der Azimute der geodätischen 
Linie und der Normalschnitte ergibt sich für Kalkutta 3." 76 und 
für Kurachee 2."04. 

Als letztes Beispiel wählen wir die geodätische Linie, welche 
die Kathedrale von Bordeaux, Breite (p = 44® 50' 20", mit der 
Sternwarte Nicolaeff, Breite 46® 58' 20", verbindet; der sphärische 
Abstand beider Punkte ist 22® 35' SO". Nach der sphärischen Trigono- 
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I rf' 



metrie ei^ibt sich als Azimut von Nicolaeff in Bordeaux 72^55' 7 
und als Azimut von Bordeaux in Nicolaeff (d. i. also der Winkel 
zwischen der Nordrichtung des Meridians und der Azimutrichtung) 
83® 23' 44". Bordeaux wählen wir als Anfangspunkt, teilen die 
ganze Entfernung in zehn gleiche Teile und ziehen durch jeden 
Teilpunkt ein Meridianstück, das die P- und Q-Kurve, sowie die 
geodätische Linie schneidet. Die P-Kurve ist diejenige, die durch 
die Ebene, welche die Normale enthält, auf dem Erdsphäroid aus- 
geschnitten wird, und dieselbe liegt innerhalb der Endpunkte Bordeaux 
und Nicolaeff ganz südlich von der Q- Kurve. Femer ist in die 
folgende Berechnung die Feldlinie eingeschlossen, welche jedes 
Meridianstück PQ im Funkte X schneidet, sowie die geodätische 
Linie es im Punkte G schneidet. Der relative Lauf beider Linien 
wird hierdurch veranschaulicht. Die erste Vertikalreihe der folgen- 
den Tabelle gibt die sukzessiven Abstände der Teilpimkte von 
Bordeaux: 





c, 




Breite von 

D 


Q 

nördlich 


L 

nördlich 


Q 
nördlich 


L 
nördlich 


G 
nördlich 






ff 





1 


// 


von P 
Fuß 


von P 
Fuß 


von P 

Fuß 


von Q 
Fuß 


von Q 





1 


Fuß 











44 


50 


20 


0.0 


0.0 


OO 


0.0 


0.0 


2 


15 


33 


45 


27 


41 


18.26 


5.40 


14.00 


- 8.60 


- 4.26 


4 


31 


6 


45 


59 


58 


32.19 


17.66 


26.53 


- 8.87 


- 5.66 


6 


46 


39 


46 


26 


58 


41.93 


31.80 


86.70 


- 4.90 


- 5.23 


9 


2 


12 


46 


48 


33 


47.62 


44.04 


43.77 


+ 0.27 


- 3.85 


11 


17 


45 


47 


4 


32 


49.36 


51.71 


47.20 


+ 4.51 


- 2.16 


13 


83 


18 


47 


14 


51 


47.23 


53.19 


46.54 


-H 6.65 


- 0.69 


15 


48 


51 


47 


19 


23 


41.25 


47.88 


41.57 


-h 6.31 


-f 0.32 


18 


4 


24 


47 


18 


8 


31.42 


36.17 


32.13 


-t- 4.04 


-h 0.71 


20 


19 


57 


47 


11 


6 


17.70 


19.42 


18.24 


4- 1.18 


+ 0.64 


22 


35 


30 


46 


58 


20 


0.0 


0.0 


0.0 


00 


0.0 



Sowohl die geodätische Linie wie die Feldlinie kreuzen 
offenbar die Q-Kurve nach Norden, allein die geodätische Linie geht 
über die Q-Kurve nur wenig nach Norden hinaus. In der Tat unter- 
scheidet sich das Azimut der geodätischen Linie in Nicolaeff vom 
wahren Azimut Nicolaeffs auf Grund von Formel (25) von § 59 a) 
nur um 0."152. Hiemach ist also die Bedingung (26) von § 59 a) 
in der Tat äußert nahe erfüllt. 

Nun wollen wir noch den Kreuzungspunkt der geodätischen 
Linie mit der Q-Kurve auf Grund von Gleichung (20) von § 59 b) & 



462 



Zweite Abteilung. Höhere G«odSaie. 



[§61 



bestimmen. Sei c die ganze Entfernang, und xc der Abstand des 
Kreuzungspunktes von Nicolaeff, so ergibt sich die Gleichung: 

"+>•+.■ (5-i)+(.+.)(.+5.-if^)-o 

oder numerisch, wenn man a und u auf Nicolaeff bezieht: 

x*+x^+ 191.97x2- 16.46x- 16.46 = 0, 

woraus sich als genäherter Wurzelwert x = 0.338 ergibt, der mit 
dem aus der letzten Kolumne der Tabelle (S. 461) durch Inter- 
polation sich ergebenden Wert x = 0.339 übereinstimmt. 




Fig. 134. 

In der vorstehenden^ zur Illustration dienenden Fig. 134 sind 
die beiden ebenen Normalschnitte durch feine Linien, die geo- 
dätische Linie durch eine intensiver gedruckte. Linie, und die 
Feldlinie durch eine punktierte Linie wiedergegeben. 



§ 62. Nachtrag zu § 44 (S. 265). 
Setzt man, wie auf S. 263: 

so erhält man: 

= ^+ i^.ni + 2e,(-J- - fx^]co^+ ic,ni + 2.,(i - iu^]ö>«(j - fi^ 
oder: 

oder: 

Setzt man jetzt: 

80 wird: 

(1) = Ä + ^c,«072+ (^ _ ^2j[4^ [7+ c,2a,2(| + e,^e,fA^] . 

Betrachten wir nun als konstanti so ist dies eine Gleichung 
zwischen c, und fjL, indem wir einen festen Zusammenhang zwischen 
e und c: 

voraussetzen und einen ebensolchen zwischen o* und c; (o betrachten 
wir als gegeben. Jedes Wertepaar c,, fi gibt dann einen Parallel- 
kreis auf dem durch c, bestimmten Sphäroid. Obige Gleichung (1) in c, 
und fjL bestimmt also eine Rotationsfläche und diese ist eine Fläche 
gleichen Drucks bei der gegebenen Rotationsgeschwindigkeit to. 
Solange nun fjL sich nicht aus dieser Gleichung heraushebt, ent- 
sprechen verschiedenen /li-Werten im allgemeinen verschiedene 
c, -Werte, und unsere Fläche fällt also nicht zusammen mit einer 
unserer Sphäroidflächen, für die c, konstant ist 

Damit also unsere Fläche gleichen Drucks eine unserer Sphäroid- 
flächen sei, muß fi aus der obigen Gleichung herausfallen. Da aber 
nach der Annahme, daß o* nur von c, nicht aber von /u abhänge, 
unsere Sphäroidfiächen Flächen gleicher Dichte sind, und Flächen 
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gleicher Dichte auch solche gleichen Druckes sein müssen, so muß 
unsere obige Gleichung eine unserer Sphäroidfiächen darstellen, darf 
also fjL nicht mehr enthalten. Es muß demnach der Faktor von 
(J- — jM*) gleich Null sein, d. h. es muß: 

(2) 4;if/+|c,2(ü2+c,2ö>2^,-c,*w2<p,/Li2=0, 

und zwar unabhängig you fjL sein, fjL also aus Gleichung (2) heraus- 
fallen, die damit übergeht in: 

(3) 47rtr+|c,«ö)*=0. 

Da nun aber^ wenn e konstant gleich Null ist, nach § 43 Glei- 
chung (4 a) U = ist, so muß dann a> = sein. Die Gleichung ^ = 
besagt aber, daß alle Sphäroide zu Kugeln werden, während die 
Gleichung ca = besagt, daß der Körper keine Drehung hat, ein 
Ergebnis, das selbstverständlich ist, jedoch nicht das gewünschte ist 

Es scheint demnach, als ob nur bei der Winkelgeschwindigkeit 
Null eine Lösung möglich sei, bei der die Flächen gleichen Drucks 
unsere Sphäroidfiächen sind, wobei diese dann zu Kugelflächen 
würden. Indes ist zu bemerken, daß die Theorie Claieauts über- 
haupt nur eine Annäherung an die Wirklichkeit erreichen 
will bei Voraussetzung kleiner Werte von e, deren höhere 
Potenzen vernachlässigt werden können, eine Annahme, 
welche indes auf eine fast vollständige Bestätigung der 
Theorie durch die Erfahrung führt. 

In diesem Fall verschwindet aber cj zugleich mit den «-Werten, 
so daß mit von Null aus wachsendem co auch die e, d. h. die Ab- 
weichungen der Sphäroide von der Kugelgestalt, d. h. die Ellipti- 
zitäten zunehmen. Sind diese sehr klein, so muß auch (o sehr 
klein sein, und aus Gleichung (2) ergibt sich: 

(4) 47rg+ lc,^+c,^e,[l^fx^ = 0. 

Das Glied c,^e,{l — /u*) dieser Gleichung verschwindet aber mit 
verschwindendem e,, während das Glied ^c,^ dabei unverändert 
j bleibt. Damit nun Gleichung (4) bestehe bei sehr kleinen « -Werten, 

wird sich das Glied -J-c,^ mit dem Gliede AnU j col^ zu einer kleinen 

Zahl vereinigen müssen, und folglich muß das Glied 47t Uj (o^ nahezu 

I entgegengesetzt gleich dem Gliede ^ c,^ sein. Mithin wird das Glied 

j An U 1 0)^ hei verschwindendem cd weder ins Unendliche zunehmen, 

noch sich der Null unbegrenzt nähern dürfen, d. h. U wird mit fo* 
! von derselben Größenoi^dnung sein müssen. Wie Glei- 

' chung (4 a) von § 43 zeigt, ist aber U von derselben Größenordnung, 
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wie die «-Werte^ mitbiD ist aueh c»' von derselben GröSenordnimg^ 
me die ^-Werte. Setzen wir also: 

e e, 

80 Wird: 

PC (f 

ü ü C, 

Wir nehmen jetzt an, daß hierdurcli die Gleichung: 
(6) 4;ri^ + |c,« = 

erfüllt sei. Wenn nun statt dieser Gleichung die Gleichung (4) er* 
füllt werden soll, so müssen offenbar die e^ -Werte etwas abgeändert 
werden, so daß a + i} an Stelle von a, und a, + t}, an Stelle von a, 
tritt Dann geht Gleichung (4) über in die folgende: 

i c, 

oder: 

I c. 

Nun ist aber der Voraussetzung nach die Gleichung: 
erfüllt, mithin: 



(7) 4if 



c J bc,^ J de * b J de 

e, ^ 

Das erste- Glied dieser Gleichung ist von der Größenordnung der 
17- Werte, das zweite ist von der Größenordnung von e,. Daher 
müssen die 17 -Werte von der Größenordnung von e, sein. Nun ist 
aber e = (o^a und diese ^-Werte erfüllen die Gleichung (6), während 
die Werte «*(a + 1?) oder e + m^tj die Gleichung (4) erfüllen. Ob 
wir also die Gleichung (4) oder (6) zugrunde legen, bedingt für die 

BucHfiOLz, Angewandte Mathematik. 30 
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e-Werte nur einen Unterschied im Betrage fim\ Ee ist nun 
aber 17 von derselben Größenordnung wie e und ebenso cd', so daß 
i}(o^ von derselben Größenordnung wie e^ ist Wenn wir dem- 
nach statt Gleichung (4) Gleichung (6) annehmen^ kommt 
das auf die Vernachlässigung von Gliedern der Größen- 
ordnung e^ hinaus; und wenn wir hier, wie schon früher^ solche 
Glieder vernachlässigen , können wir demnach an Stelle von 
Gleichung (2) die Gleichung (3) setzen, oder die Gleichung (5), § 44, 
womit die auf Seite 265 gemachte Ersetzung von r durch c, 
begründet ist. 



Anhang. 



y A 

Y 



Fig. 135. 



§ 63. ZusammenstelluBg trigonometrischer Hilfsformeln. 

a] Ebene Trigonometrie. 

Wenn eine gerade Linie OP durch den Anfangspunkt eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems X'OX, Y'OY geht und den 
Winkel a mit der OX-Richtung bildet 
(vgl. Fig. 135), und wenn sich OP um 
in der Richtung von X nach Y dreht^ 
ausgehend von der Richtung OX, dann 
wird a, nachdem es anfangs Null war^ 
sukzessive die Werte \itj n, ^n, 2n.,. 
annehmen. Findet die Drehung in der 
entgegengesetzten Richtung statt, so er- 
halten die Winkel negative Werte. Eine 
begrenzte gerade Linie, wie £C, ist dann 
vollständig bestimmt durch ihre Länge^ 
ihre Richtung und die Koordinaten eines 
ihrer Endpunkte. Allein in bezug auf die Richtung ist es häufig 
nötig, zwischen den Richtungen £C und CB, die um 180^ ver- 
schieden sind| zu unterscheiden. Ist nun a der Winkel von BC 
mit OX und a die Länge von BC, so wird die Projektion von BC 
auf OX gleich a cos er, diejenige von CB gleich — acoso^ sein. 
Zieht man von C die Linie CA = b, die den Winkel ß mit OX 
bildet, so ist die Projektion von CB + CA gleich acosa + bcosß. 
Und wenn AB ^ c ist und die Richtung / mit OX bildet, so daß 
diese Projektion ccosy ist, so ist die Projektion von BA gleich 
— ccos;' und diese ist gleich acosa + 6 cos/9; daher ist: 

(la) acosa + ^ cos/9 + c cos;' = 0. 

In analoger Weise projiziert man die drei Seiten des Dreiecks 
auf OY und erhält: 
(Ib) a sin a + i sin /J + c sin / a= . 

Die drei Winkel des Dreiecks aber sind: 

J= 180<> + /9-y, 
(Ic) { Ä = - 180 +y-a, 

C= 180 +a-/9. 

80* 
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(IIa) 



1 



Eliminiert man aus den beiden Yorhergehenden Gleichungen erst c, 
dann y, so folgen die Fundamentalgleichungen der ebenen Trigono- 
metrie: 

ömi A ^ asin B , 

csmA^a sin C , 

(IIb) «2 _ 2ab cos C+b^ = c\ 

welche implizite die Lösung aller ebenen Dreiecke enthalten. Die 
Gleichung (IIb) genügt für sich allein schon, da die ersteren leicht 
aus ihr gefolgert werden können. Ferner hat man die folgenden 
Gleichungen: 



(HI) 



' acosÄcos2u + ä cos -B cos 2/? + c cos 6' cos 2/ = 0, 
a cos ^ sin 2« + Ä cos B sin 2/9 + c cos 6' sin 2y = 0, 
Ä^cos2/9 + 2bccos(ß + y)'+ c^cos2y = a^c082flr, 
b^siu 2ß + 2Äcsin {ß + y) + c^sin 2y = a«8in 2a, 

usw. 



b) Sphärische Trigonometrie. 

Die Fundamentalgleichungen der sphärischen Trigonometrie 
werden am leichtesten auf folgende Weise erhalten. Man yerbindet 
das Zentrum der Sphäre mit den Eckpunkten J, B^ C eines sphä- 
rischen Dreiecks (vgl. Fig. 136). Seien Q und R die Projektionen 
yon C auf ÄO und OB, P die Projektion auf die Ebene ÄOB, /S'die 
Projektion yon Q auf OB. Dann ist: 

07? = OÄ + PQ sine, 

PÄ = Q5-PQco8c, 

qCÄnA^ BCBinB. 

Jede Seite der letzten Gleichung aber 
ist das Perpendikel CP. Macht man 
nun in diesen Gleichungen die fol- 
genden Substitutionen : 




Fig. 136. 



Ä es cos a , 

CJt = sin a, 
OQ = cosb, 



OS = oos^cosc, 
PQ = sin b cos A , 
Pß = sina cos B , 
QS = cos i sin c , 



CQ = sinb, 

so erhält man unmittelbar die drei ersten der folgenden Gleichungen, 
während die vierte und fünfte durch Projektion von B auf die 
Ebene AOC erhalten werden: 
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COS a = COS b C08C + sin b cos c cos A , 

sin a cos B = cos 6 sin c — sin b cos c cos ^ , 

(IV) sin a sin jB = sin ä sin ^ , 

sin a cos C = sin ^ cos c — cos Ä sin c cos ^ , 

sin a sin C = sin c sin ^ . 

Diese Gleichungen sind jedoch nicht unabhängig voneinander; denn 
wenn man die Summe der Quadrate der drei ersten bildet, so erhält 
man die gleiche Bedingung^ wie wenn man die Summe der Quadrate 
der ersten, vierten und fünften bildet. Daher sind die fünf obigen 
Gleichungen nur drei Gleichungen äquivalent derart^ daß wenn by c 
und der von ihnen eingeschlossene Winkel Ä gegeben sind, a, B 
und C mit zwei Kontrollen folgen. Indes enthält, wie leicht zu sehen 
ist, schon die erste Gleichung der Gruppe die folgenden. Denn 
bildet man aus ihr die Werte von 1 ± cos A und setzt: 

a — b -\- c — 2(T^y 
a + Ä — c = 2a"3, 

so ergeben sich die Gleichungen: 

1 t { sin (f.. sincr« \Vt 

sm o-// = . \ r- - » 

2 \ sin o sin;; / 

1 . / sin 0- sin (T, \Va 

COS--^ = - . r- - - ' 

2 \ sin 6 sin / 

durch deren Multiplikation man ersieht, daß: 



sin J. 
sin a 



BinB 
sind 



sin C 
sin c 



ist, worin die dritte und fünfte Gleichung der vierten Gruppe (IV) 
enthalten sind, und die zweite folgt. 

Aus den für sin ^ A und cos \ A angeführten Ausdrücken folgen 
diejenigen für die anderen Winkel. Man erhält für die Sinus be- 
züglich Kosinus der halben Summe und der halben DiflFerenz von B 
und C die Werte: 



(V) 



sin 5 (B -{■ C) 


cos i A 


cos V (ß + CO 


sin \ A 


sin i (ß - C) 


cos^ J. 


cos \ (ß - C) 



cos \{h " 


c) 


cos \ a 




cos \{h ■\- 


c) 


cos ] a 




sin } (6 — 


c) 


sin \ a 




sin \{h ■{- 


0) 



sin \ A 



sin \ a 



^ 
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Diese wichtigen Formeln, die zuerst Delambbe abgeleitet hat, sind 
unter dem Namen des Gauss sehen Theorems bekannt und aus 
ihnen folgen durch Division die bekannten NAPiEBschen Analogien. 
Im Fall eines rechtwinkligen sphärischen Dreiecks, in dem 
J der rechte Winkel ist, werden die Grundformeln (IV): 

sin a sin i^ s= sin b , 
sin a cos ß = cos bsinc, 
(VI) cos a = cos b cos c, 

sin a cos C = cos c sin ä , 
sin asinC = sin c , 

die, wie im allgemeinen Fall, drei Gleichungen 

äquivalent sind. 

Sei schließlich F ein Punkt auf der Seite 

AB eines sphärischen Dreiecks (vgl. Fig. 137), 

so wird, wenn man C mit F verbindet, so daß 
der Winkel C in die Teile C^ und C^ geteilt wird, denen auf AB 
die Strecken ÄF=c^ und FB^c^ entsprechen, wenn man noch 
CF^ f setzte der Kosinus von A FC repräsentiert durch jede Seite 
der folgenden Gleichung: 

— cos a + cos «, cos f cos h — cos e^ cos f 

sin Cj sin / "~ sin 0| sin f 

aus der sich: 

/T7TT\ ^ BIO ^1 I r flio öf 

(VII) cos/ = cos a —. — ~ + cos b —. — - 

^ ' ' Bin c sm e 

ergibt. 

Dividiert man beide Seiten dieser Gleichung mit sin/ und 
multipliziert dann Zähler und Nenner der rechten Seite mit sini^ 
so folgt: 

cos a sin c, «in F + cos b sin e, sin F 



COtg/*« 



sin c sin /"sin F 



Da aber: 

sin Cj sin F = sin ä sin 6\ , 

sin Cg sin F ^ sin a sin C^ , 

sin /"sin c sin ^ = sin a sin b sin C 

ist, so ergibt sich durch Substitution: 

(VIII) cotg/- = cotg « ^ + cotg b ^ . 



Verlag von Johann Ambrosius Barth in Leipzig. 

BOLTZMANN, L, Voriesungen Ober Maxwells Theorie der Eiektrizttäi und des Lichtes. 
2 Teile. 8^ 1891—93. M. 10.—, geb. M. 12.— 

/. Teü, [XII, 189 S. mit vielen Textfig^ren und zwei lithographischen 
Tafehi.] 1891. M. 5.—, geb. M. 6.— 

II. Teil. [VIII, 166 S. mit Figuren im Text und zwei Tabellen.] 1893. 

M. 5. — , geb. M. 6. — 

Zoitschr. f. phys. u. ehem. Unterricht: . . . Nur ein Boltsmann konnte den oft unentwirrbar 
komplislerien Plan des Maxwellscben Lehrgebftudes bis in alle Details so verstehen, um ihn mit 
dieser Klarheit l>loßculegen. Aus den einfachsten Annahmen ~ den Qesetsen der eyklischen Be- 
wogungen^.und der Lagrangeschen Qleichuug — entwickeln sifih die weittragendsten Schlösse mit 
einer Klarheit und Elegan«, die neben der vollendeten wiBsenschaftllchen Befriedigung auch einen 
hervorragenden SsthetiBchen Oenuß bietet 

Elektrotechn. Zeltschr.: . . . Dem Werke eines unserer bedeutendsten mathematischen Physiker 
wird swelfellos allseitig das größte Interesse entgegengebracht werden . . . Von allen Versuchen, 
welche bisher unternommen wurden, um die Maxwellsche Theorie in folgerechter Entwickelung 
darxustellen, mflssen die Boltsmannschen Vorlesungen an erster Stelle genannt werden. 

Zeitschr. f. d. Retlschulw.: ... Die Ffi'le schöner Details, die Eleganz der mathematischen 
Darlegungen, die trotz der großen AosprQche, die an den Leser gestellt worden, doch ftußerst klare 
Ausdi ucksweise werden dem Buche gewiß viele Freunde sichern. 

.Deutsche Litenturzto-: • • • ^'>® Darstellung, die sich durch Klarheit, Kürze und (Übersicht- 
lichkeit ausselohnet, Iftßt die Maxwellschen Ideen in einem neuen Lichte erscheinen und Ist wohl 
geeignet, uns auch das, was in der Theorie zuerst fremdartig anmutet, zum Verständnis zu bringen. 
Dqs Buch, das erste seiner Art, das in Deutschland veröffentlicht iet, kann daher als eine wesent- 
liche Bereicherung der Literatur Dber Maxwells Theorie bezeichnet werden. 

BOLTZMANN, L, Voriesungen Ober Gasiheorie. 2 Bände, gr. 8^ 1896—98. 
M. 13.-, geb. M. 15.— 

/. Teil. Theorie der Gase mit einatomigen Molekülen, deren Dimensionen 
gegen die mittlere Weglange verschwinden. [IV, 200 S.] 189C. 

M. 6. — , geb. M. 7. — 

//. Teil. Theorie van der Waab*; Gase mit zusammengesetzten Molekülen; 
Gasdissoziation ; SchlujBbemerkungen. [X, 265 S.] 1898. M. 7. — , geb. M. 8. — 

Elektrotechnische Zeitschr: Das Buch ist nicht nur ein hervorragendes Lehrbuch, das die 
schwierigsten GegenaUlnde glänzend behandelt, es ist zugleidi ein Ksmpfbuch gegen die energeti- 
schen Anscluiuungen der neueren Zelt und. als solches fQr die Anhänger der Energetik ebenso 
unentbehrlich, wie es als Publikation einer der ersten deutscheu throretlschen Physiker den Inte- 
ressen lüler Mathematiker imd Physiker sicher ist. 

Zeitschr. fOr Realschulwesen, Wien: Das Erscheinen eines Buches von Boltzmann ist ein 
literarisches Ereignis . . . Wir unterfangen uns sum Schlüsse gar nicht, das Werk den Lesern 
dieser Zeitschrift noch zu empfehlen, sondern sind Qberzeugt, daß es ohnedies die verdiente Ver- 
breitung finden und allenthalben Nutzen bringen wird. 

Zeitschr. ffOr österreichische Gymnasien: Will man eine unQl>ertreffliche Einführung in die 
Gastheorie erlangen, so muß man die Vorlesungen Boltzm an ns Qber diesen Gegenstand wählen. 



B 



OLTZMANN, L, Voriesungen Dber die Prinzipe der Mechanik. 

/. Teil. Enthaltend: Die Prinzipe, bei denen nicht Ausdrücke nach der 
Zeit integriert werden, welche Variationen der Koordinaten oder ihrer Ab- 
leitungen nach der Zeit enthalten, gr. S^. [X, 241 8. mit 16 Figuren.] 1897. 

M. 6.—, geb. M. 7.— 
//. Teil. Enthaltend: Die Wirkungsprinzipe, die Lagrangeschen Glei- 
chungen und deren Anwendungen. 8^ [X, 836 S. mit 10 Figuren.] 1904. 

M. 9.—, geb. M. 10.— 

Zeitschr. fUr physikal. Chemie: Unter sUen Umständen gewährt es einen großen Reiz, zu 
beobachten, wie sieh ehi Mann, wie der Verfasser, in dem von ihm gewählten elgentfimlichen 
Fahrwasser bewegt, und kein Leser, stehe er nun auf dem Standpunkte des Verfassers, oder auf 
einem entgegengesetzten, wird das Buch ohne Nutzen und VergnQg(>n aus der H.ind legen. 

Zeitschr. für Österreichische Gymnasien: Wir müssen gestehen, daß das Studium des vor- 
liegenden Werkes ein in Jeder Beziehung genußreiches ist und durch dasselbe viele Anregungen 
für weitere Untersuchungen gegeben werden. Das was der Verfasser anstrebte, Klarheit in die 
Prinzipien der Mechanik zu bringen und die Besiehungen derselben darzulegen, ist ihm voll- 
ständig gelungen. 



Verlag von Johann Ambro^ius Barth in Leipzig. 

BOLTZMANN, L, Populäre Sclurifton, [VIII, 440 S.] 1905. 
M. 8.—. geb. M. 9.-^ 

Inhalt: Über die Methoden d«r theoretischen Physik. — Über Max.well8 Elektrisitäts- 
theorie. — Der zweite Hjuipt^atK der mechaDischen WSrmetheorie. — Gustav Bobert Ktrchhoff. — 
Über die Bedeutung von Theorien. — Über Luftschiffahrt. — Josef Stefan. — Ein Wort der 
Mathematik an die Energetik. (I. Mechanik. II. Wärmelehre, ill. Über Herrn Ostwalds Vortrag 
Ober den wisseoschaftlichen Materitflisraus.) — Zur Energetik. — Über die Unentbehrlichkeit der 
Atomistik in der NaturwisscDschaft. — Nochmals Aber die Atomistik. — Über die Frage nach der 
objektiven Existenz der Vorginge in der unbelebten Natur. — liöntgens neue Strahlen. — t^^ber 
die Entwicklung der Methoden der theoretischen Physik In neuerer Zeit. — Zar Eärinnemng an 
Josef Loschmidt. — Über die Grundprinzipien und Grundgleichungen der Mechanik. — Über die 
Prinzipien der Mechanik. — Ein Antrittsrortrag zur Naturphilosophie. — Über statistische Mechanik. 
— Entgegnung auf einen von Prof. Ostwald über das GlOck gehaltenen Vortrag. — Besprecliung 
des Lehrbuches der theoretischen Chemie von Wilhelm Vaubel (Berlin 1908). — Über eine These 
Schopenhauers. — Beise eines deutschen Professors ins Eldorado. 

Physikalisch« Zeitchrtft: Daß die LektQre des Werkes jedem I^eser unserer Zeitschrift genuISr 
reiche Stunden bereiten wicd , bedarf woül kaum der Versicherung. Vortrilge Ober grundlegende 
Fragen der exakten Wissenschaften, Gedächtnisreden, Eiörterungen über philosophische Qegen> 
stflnde und last not least die iieise eines deutschen Professors ins Eldorado voll köstlichen Humors, 
Ernst und Scherz in geistvollem Gepiauder vermengend , das alles zieht an dem Leser vorÜl>er, 
auch Überraschungen harren desselben, die aber hier nicht verraten werden sollen. MoIS der 
Beferent jetzt noch versichern, daß die populären Schriften Boltzmanns auch in deo Händen 
der Qbrigen Laser sein sollten? 
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AMILTOtt, W. ROWAI», Benrente der QuatermoiMfl. Deutsch von Dr. Paul Glan. 
2 Bände. 8«. 1882—84. M.';34.— 

I. Band. [XXIV, 746 S.] (Theorie der QuatemioDen.) M. 20.— 

IL Band. [LXXIII, 436 S.] (Anwendungea.) M. 14.— 

Hamiltons Elemente of Quatemions ist bekanntlich das grundlegende und zngMch das aus- 
fQhrlichate und am leichtesten verständliche Werk Ober diesen wichtigsten Zweig der höheren 
Mathematik, der sich auch außerhalb Euglands einer steigenden Benutzung erfreut, da er nament- 
lich fttr die Anwendung in der Physik, der Geometrie, der Mechanik usw. bedeutende Verein- 
fachung darbietet. 

Eine ausführliche Anweisung, auf welche Weise das Werk am sweckmäßigsten zu studieren 
sei, ist im Vorwort des Übersetzers gegeben. 

F VERETT, ;. D., Physikalische Einheiten und Konstanten. Nach der 8. engl. Ausgabe 

^ bearbeitet von Dr. P. Chappuis u. Dr. Kreichgauer, Assistenten am Bureau 

Internat des poids et mesures Breteuil. [126 S.J 1888. M. 3. — 



CLAUSItlS, R., Dfe Pvtentialfunktion und das Potential. Ein Beitrag zur mathematischen 
Physik. 4. vermehrte Auflage. 8«. [178 S.] 1885. M. 4.— 

Ober die verschiedenen MaBsysteme zur Messung elektrischer und magnetischer 

Größen. [24 S.] 1882. M. —.60 



HEYOWEIUER, AD., Hflfsbuch fttr die Ausführung eleirtrischer Messungen. 8^ [VIII, 
262 8. mit 58 Figuren.] 1892. M. 6.— , geb. M. 7.— 

Das Buch wird jedem willkommen sein, der, sei es zu rein wisseni>cbafUiohen Zwecken, sei 
es bei praktischem Bedsrf mit elektrischen Messungen zu tun hat. Es enthUt wohl alle Methoden, 
die lu neuerer Zeit bekannt geworden sind. Dabei ist auf Fehlerquellen und Korrektionen be> 
sondere BDcksicht genommtn. 



DZtOBEK, Dr. 0., Die mathematischen Theorien der Pianeteitbeweguagen. 8^. |820S.] 
1888. M. 9.— 

Es Terdient besonders hervorüehoben su werden, dafl der Verf. sich bei der Behandlung des 
Bohwierigen Stoffes und der Entwickelung der mathematischen Formeln durchweg der'einüachsioa 
Mittel bedient hat. Sein Werk ist dsdtirch an einem wirklichen Lehrbuch geworden. Ein anderer 
Vorzug besteht in dnr Angabe der Quellen , wodurch es jedem erleichtert werden ist, den Gegen- 
stand weiter zu verfolgen. 



